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1. Sissejuhatus formaalloogikasse

Loogika on teadus motlemise uldistest seadustest ja vormidest. Eelkoige tegeleb loogika
”oige motlemisega”, s.t. putab leida vastust kusimusele, kuidas arutleda nii, et kehti-
vate algteadmiste pohjal saada ainult toeseid jareldusi.

Motlemine on inimaju olulisim funktsioon, mida uurivad mitmed teadusharud, nagu
naiteks meditsiin, psihholoogia jt., aga ka tehisintellekt. Viimane tegeleb motteprotses-
side modelleerimisega arvutil. Tehisseadme ”arutlemise” tulemuste vordlemisel inimese
poolt tehtavate jareldustega saadakse muu hulgas vaartuslikke andmeid inimmoistuse
olemusest.

Loogika peamiseks uurimismeetodiks on vaatlus ja arutluskdikude (teksti) analiiiis.
Ajuprotsesside fiisioloogiliste alustega ning timbritseva keskkonna tunnetamise (tead-
miste hankimise) probleemidega loogika ei tegele. Selle asemel piititakse ildistada
nende arutluskaikude ja motlemisaktide seadusparasusi, mida argielus oleme harjunud
nimetama loogilisteks. Vorreldes psiihholoogiaga on loogikal veel ks tahtis isearasus:
loogika tegeleb inimese mottetegevuse nn. verbaalse osaga, s.t. vaadeldakse vaid teksti
kujul esitatavaid teadmisi ja mottekaike. Korvale jaab alateadvusega seotud mottete-
gevuse komponent. Seega saab loogikat vaadelda ka kui teadust tekstide analuusimise
ja teisendamise meetoditest.

Juba pealiskaudsel analtuusimisel voib margata, et ihe inimese jaoks loogiline arut-
luskaik pole seda sageli teise jaoks. Niisiis mingit tihtset, koigile sobivat ” 6ige” motlemi-
se reeglistikku pole olemas. Enim uksmeelsed ollakse vahest teaduslike, eriti tappistea-
duslike arutluste loogiliseks tunnistamisel. Paraku aga ilmneb, et isegi matemaatikas
leidub toestusi, mida osa teadlasi tunnustab, osa aga mitte.

Jargnevas tuleb meil teha tegemist mitmete loogika arutlussusteemidega: klassikalise
lause- ja predikaatarvutuse, modaal- ja intuitsionistliku loogika siisteemidega (mida
eadspidi nimetame arvutuseks). Uhtlasi antakse iilevaade teaduses enamkasutatava-
test loogilise arutluse meetoditest.

Loogika kui teadusharu ajalugu ulatub vanadesse Idamaadesse ja Vana-Kreekasse.
Ajaliselt vanim kirjalikult formuleeritud loogilise tuletuse stisteem oli Aristotelese stllo-
gistika. Aristotelesele kuuluvad ka enamikus loogikaarvutustes jargitavad ”cige motle-
mise seadused” (nende seaduste kaasaegsed sonastused on vélja to6tanud G.W. Leibniz,
A.Schopenauer jt.):

— samasuse seadus: 1ga moiste voi lause peab jaama tihe arutluse raames iseendaga
identseks;

— wvasturadkivuste lubamatuse seadus: iihe ja sma objekti kohta ei tohi ithes ja samas
suhtes midagi titheaegselt eitada ega jaatada;

— wvalistatud kolmanda seadus: kahest teineteisele vasturaakivast vaitest on uks toene
ja teine vaar, kolmandat voimalust ei ole;

— kullaldase aluse seadus: iga vaidet on vaja pohjendada mingi teise vaitega, mille
toesus on kontrollitud.

Loetletud neli motlemisseadust on tavamoistusele hasti vastuvoetavad ning nende
jargimine kindlustab stabiilsetes olukordades ka tulemusliku arutlemise. Traditsioonilise
loogika seadusi jargib enamik loogikaarvutusi, kuid mitte koik. Neid reegleid ei1 saa
vahetult rakendada naiteks arutlustes, kus vaidetel ja otsustustel on enam kui kaks
toevaartust, s.o. kus vaite toesuse aste voib olla antud teatud toenaosusega. Moned
loogikasusteemid ei tunnista aga uksikuid loetletud seadustest. Naiteks intuitsionist-
lik loogika ei tunnista sellist argimoistusele hasti vastuvoetavat reeglit nagu valistatud
kolmanda seadus.

Erinevused loogikate vahel voivad olla tingitud ka Aristotelese ”motlemisseaduste”
erinevast tolgendamisest. Naiteks voib siinkohal tuua kullaldase aluse seaduse erinevad
kasitlused, votted, mille abil vaiteid uksteise abil pohjendada.



Kontrollitud vaidete kasutamisel uute vaidete pohjendamiseks tuntakse kolme mee-
todit: deduktsioont, induktsioont ja abduktsiooni. Deduktsiooni korral rakendatakse uldi-
si seadusparasusi uksikjuhtudele ning tuletatakse teadaolevatest uldistest vaidetest uusi
uldisi vaiteid. Induktsiooni korral toimitakse vastupidi: uksikobjektide kohta kaivaid
vaiteid uldistatakse koigile sama klassi objektidele. Abduktsiooni e. analoogia raames
loetakse teatud tksikobjekti kohta kaiv vaide toeseks mingi teise (mitte tingimata
samasse klassi kuuluva) objekti kohta.

Formaalselt esitatakse pohjendusi (tuletuskaike) harilikele murdudele sarnaneva
kirjapildi abil - ”murrujoone” kohale kirjutatakse eeldused, "nimetajasse” aga tehtav
jareldus.

Tllustreerime deduktsiooni, induktsiooni ja abduktsiooni erinevusi klassikalise naite
varal. Olgu antud kolm lauset:

A: Sokrates oli inimene.
B: Koik inimesed on surelikud.
D: Sokrates oli surelik.

Deduktiivse jarelduse korral on vaide D pohjendatav vaidete A ja I kehtivusega,
s.0. Sokratese kui uksikindiviidi kohta tehakse jareldus uldisemate vaidete pohjal.
Toodud arutluskaik formaliseeritud kujul on jargmine:

A T

D

Induktiivse jarelduse naiteks on koigi inimeste surelikkuse tuletamine tosiasjust, et
Sokrates oli inimene ja suri:
A D
T

Abduktsiooni korral tehakse aga jareldus, et Sokrates oli inimene, eeldusest, et ta
oli surelik, ning uldisest teadmisest, et koik inimesed on surelikud:

D I

A

Juba antud naidetest on selge, et ainult deduktiivne meetod voib anda jareldata-
vatele vaidetele taielikke pohjendusi. See on ka pohjus, miks jargnevas on pohirchk
asetatud just deduktsiooniteooriale - deduktsioon on koigi algandmete suhtes korrekt-
sete programmide ja taielike toestuste koostamisel ainus meetod. Samas ei tohi alahin-
nata induktsiooni ja abduktsiooni olukorras, kus puuduvad ildisemad teadmised vol
deduktiivse meetodi rakendamine on monel muul pohjusel voimatu. Abduktsiooni ka-
sutatakse naiteks mudeli omaduste uilekandmisel uuritavale objektile. Teatud juhtudel
- tuumareaktsioonide, lennukite aerodinaamiliste jt. omaduste selgitamisel - ongi mo-
delleerimine peamine meetod.

Lisakitsenduste korral voivd ka induktsioon ja abduktsioon anda taielikke tulemusi.
Naiteks matemaatiline induktsioon on taielik naturaalarvude omaduste toestamisel.

Mistahes tulemusliku motlemisprotsessi raames jalgitakse teatud fikseeritud mot-
lemisreegleid (loogika stisteemi). Jarjekindla loogilise aruteluta on méeldamatu mate-
maatiline toestamine. Sama tuleb oelda ka arvutiprogrammi koostamise kohta. Seepa-
rast voib vaita, et loogika on nii matemaatika kui ka arvutiteaduse alus.

Kaesolevas konspektis vaadeldakse mitmeid loogikaarvutusi ning nende seost mate-
maatika ja arvutitaduse teoreetiliste alustega. Tapsemalt - vaadeldakse matemaatilist
loogikat, s.o. loogikat, mis esitab motlemisstruktuure matemaatiliste sumbolite keeles.

Vorreldes kogu loogika ajalooga on matemaatiliste meetodite kasutamine loogilise
motlemise uurimises suhteliselt noor. Esimesed matemaatilise loogika arvutused koos-
tati alles moodunud sajandi keskpaiku, peamiselt A. De Morgani ja G. Boole’i toodes.



Tanapaeval uuritakse loogilist motlemist valdavalt matemaatilise loogika meetodi-
tega. Matemaatilise loogika formaliseeritud esitus voimaldab modelleerida arutluskaike
(néiteks tdestada matemaatikateoreeme) arvutil.

Jargnevates peatikkides vaadeldakse klassikalist deduktsiooniteooriat e. tuletus-
opetust. Pearohk on asetatud tuletusmeetoditele, mis on efektiivselt realiseeritavad
arvutil. Antakse ka pogus tlilevaade mudelite teooriast (késitletakse arutluses esinevate
vaidete, otsustuste jne. toestuse kiisimusi) ning mitteklassikalistest loogikatest ja nende
seosest arvutiteaduse erinevate valdkondadega.

Kursuse eesmark on selgitada:

— programmide koostamisel kasutatavate otsustuste olemust;

orgaanilist seost programmide koostamise ja matemaatika teoreemide toestamise
vahel;

algoritmide automaatse koostamise formaalset meetodit;

— piire, mil maaral voib arvuti modelleerida inimese mottetegevust.

Kursuse matemaatilist ja kompuuterloogikat kasitlev osa annab teoreetilise ja meto-
doloogilise baasi arvutiteaduse teoretiliste aluste edaspidiseks oppimiseks. Koostamisel
on kasutatud G. Mintsi loengumaterjale Tartu ja Stanfordi ulikoolide jaoks. Ulesannete
valikul on tuginetud mitmete tuntud loogikaopikute materjalidele.



2. Lausearvutus

Lausearvutus on lihtsaim logikastusteem, mis kasitleb vaidete ja otsustuste vahelisi
soltuvusi lahus lausete grammatilisest ja semantilisest struktuurist. Seega vaadeldakse
siin lauseid jagamatute tervikutena, eeldades, et nende tdesusele vastavuse maar (mis
klassikalise lausearvutuse korral v&ib olla ainult kas téene voi vddr) on pshimdtteliselt
kindlaks tehtav. Piltlikult voib kujutleda, et lausearvutuses vaadeldavad elementaar-
laused (aatomid) on jutustavad lihtlaused, mille jaoks saab (konteksti arvestades) ot-
sustada, kas nad kehtivad vo1 mitte.

Lausearvutuse aatomitena voib kasitleda naiteks lauseid Paikese dumber turleb 9
planeeti, Lapsed mangivad oues palli voi 5 < 3. Paneme seejuures tahele, et esimene
vaide on téene (kui mitte lugeda asteroide planeetideks), teine vaide voib olla téene kui
ka vaar, kuid pohimotteliselt voib alati kontrollida, kas see vaide peab paika. Viimane
vaide on aga vaar.

Lausearvutue aatomeid nimetatakse vahel ka propositsioonideks (lad. k. propositio
- esitus, ettepanek). Seeparast nimetatakse kiesolevas vaadeldavat arutlussiisteemi ka
propositsionaalloogikaks. Vastav ingliskeelne termin on propositional calculus.

Termini ”lausearvutus” teine pool - ”arvutus” - rohutab asjaolu, et tegemist on for-
maliseeritud stisteemiga. Sona ”arvutus” tahistabki matemaatikas formaalset stisteemi.
Arvutus on maaratud, kui on antud

. tahestik;

. lubatud viljendite e. valemite hulk (arvutuse keel);

. aksioomid (a priori tdesed valemid);

. tuletusreeglid uute valemite moodustamiseks aksioomide baasil.

O N

Lausearvutuse tahestik sisaldab suimboleid atomaarsete lausete tahistamiseks ning
loogikatehteid, mis valjendavad aatomitevahelisi seoseid.

Naide1l. Vaatleme jargmist arutelu.
”Ma maksaksin teleri parandamise eest (m), kui ta hakkaks todle (¢). Teler aga ei to6ta.
Seeparast ma ei kavatse maksta”.

Sumbolid m ja t tahistavad lauseid :

m : ”ma maksan teleri parandamise eest”;
t: ”"teler tootab”.

Eelnev arutelu on siis esitatav jargmiste avaldiste abil:

t = m (kui teler hakkab t6dle, siis ma maksan ta parandamise eest;
sumbol = tahistab lausekonstruktsiooni ”kui ..., siis ...”;
-t (teler ei toota; simbol = tahistab eitust);

-m (ma ei maksa teleri parandamise eest).

Kokkuvottes on arutluskaigu formaliseering jargmine:

"Kuna t = m ja = ¢, siis = m”.



Enamasti esitatakse see konstruktsioon jargmise puuna:

t=m =it

N

m

O

Toodud naide illustreerib tradistsiooniliste arutluskaikude formaliseerimist; lause-

arvutus annab aga vahendid selliste formaliseeritud arutluskaikude analtuusimiseks.

Arutluses kasutatavad jareldamismallid valjendavad arvutuse tuletusreeglid. Loogika

eesmark on leida sellised ”universaalsed” tuletusreeglid, mis ei soltu konkreetsetest lau-
setest.

Jargnevas on esitatud klassikalise lausearvutuse keel ja tuletusreeglid.

Tahestik:

— ladina vaiketahed a, b, ¢, ...;
— margid = ja =—;
— tdmarsulud ( ja ).

Valemid:

. koik ladina tahed on valemid;

kui A on valem, siis on valem ka (A);

kui A on valem, siis on valem ka —A;

. kui A ja B on valemid, siis on ka valem A — B,
. rohkem valemeid ei ole.

QU W N —

Siin ja edaspidi on suured ladina tahed A, B, ... kasutusel kui metasumbolid, mille
asemele voib panna mistahes valemi.

Aksioomideks on kéik valemid, mis vastavad jargmistele skeemidele:

Al A= (B= A)
A2 (A= (B="(C)) = ((A=B) = (A= 0))
A3: (- B=-A)= ((-B= A) = B)

Tuletusreegel: kui on tuletatavad valemid A ja A =—> B, siis on tuletatav ka valem
B. Formaalne tuletusreegli esitus

A A—B
B

Seda tuletusreeglit tahistatakse MP (lihend ladinakeelsetest sdnadest moduns po-
nens.

Sellele pohilisele tuletusreeglile lisanduvad reeglid syulgude sissetoomiseks ning kus-
tutamiseks:

A

(4)

ja



(4)
A

Toestus on 1oplik valemite jada 77, ... ,7T,, kus igs liige on kas aksioom voi1 on saadud
talle eelnevatest litkmetest tuletusreegli abil. Tuletuse viimast valemit nimetatakse teo-
reemiks. Vaadeldavas arvutuses on toestuse leidmine vordlemisi vaevaline, kasutada

tuleb ”kunstlikke votteid”.

Naide 2. Valemi ¢ = a tuletus.

Sl.a = (a = a) [Al:  A...a
S2.a = ((a = a) = a [Al:  A...a
S3.(a= ((e=a)=4a)) = (e = (e =0a)) = (e =4qa)) [A2: A C..
S4. ((a = (a = a)) = (a = a)) [S2, S3]
S5. (a = (e = a)) = (a = qa) [54]
S6. (a = (a = a)) [S1]
S7. (a = a) [S5, S6]
S8.a = a [ST]

O

Toestuse voib esitada ka puu kujul, see on ulevaatlikum:

S2 S3
S4 S1
S5 S6

S7

S8

Uleskirjutuse lihtsustamise eesmargil ei kasuta me edaspidi sulgudega opereerimi-
se reegleid. Nende arajatmine el muuda tuletuskaigu jlgimist oluliselt keerukamaks.
Toodud naite korral sulureeglite vahelejatmine annab tuletuspuu kujul:



S4 S1

S5

Ulesannel. Fhitada valemi (ma= a) = a) tuletus.

Tuletuse ehitamist lihtsustab monevorra nn. deduktsiooniteoreem.

Deduktsiooniteoreem (J. Herbrand, 1930): Kui valemite (hiipoteeside) hulgast
I'U {A} on tuletatav valem B, siis on hulgast I" tuletatav valem A — B.

Toéestus. Olgu jada By ..., B, valemi B tuletus, arvestades hlipoteese I' U {A}.
Vaja on néidata, et Vi € {1,...,n) korral kehtib I' - A = B;.
Toestusmeetodina kasutame matemaatilist induktsiooni.

Induktsiooni baas: Naitame, et I' - A — Bj.

Kuna B; on tuletuse Bj,...,B, esimene element, siis ta on kas aksioom voi
hiipotees, s.o. valem hulgast I" véi By = A. Kahel esimesel juhul (B; on aksioom
voi By € I') saab ehitada tuletuse

[Al] . B —= (A — Bl) By
A= B

Juhul kui By = A, on véimalik tuletada valem A; =— B (= A — A) lahtudes
aksioomidest, hiipoteese kasutamata (vt. naide 2).

Kokkuvottes oleme tuletanud valemi A = Bj, lahtudes aksioomidest, ning htuipo-
teeside hulgast I
Induktsiooni samm: Oletame, et iga k < 7 korral kehtib I" - A = By, ning naitame,
et leidub tuletus I' F A = B;.

Kui B; on kas aksioom, hupotees hulgast I" voi B; = A, on valemi A = B; tuletus
analoogne induktsiooni baasi tuletustega. Antud juhul tuleb aga kasitleda veel neljan-
dat juhtu: valem B; on saadud reegli MP abil temast tuletuses By, Bs,..., B, ..., Bn
eespool astsevatest valemitest B; ja By, . Seega

(1)
niiet j <¢jam< 1.
Vastavalt induktsiooni eeldusele peavad sel juhul kehtima:

F"A:>BJ
ja

I'r A= B,.



Selleks, et tuletuse samm (1) oleks tildse véimalik, peab niiteks valem B, olema
kujul B; = B;. Tahendab, induktsiooni eeldusest jareldub jargmise kahe vaite kehti-
vus:

't A= B, (2)

ja

FF—A:>(B]':>BZ') (3)

Nendel eeldustel voib tuletuse I' - A = B; koostada alljargnevalt:

(3:A0 (B 0 B) [A2]:(AD (B 0 B))O ((AO B)D (AD B))

N/

(AD B)O (AD B)

(2):A0 B

AU B

Sellega ongi induktsiooni abil naidatud, et iga ¢ = 1,... ,n korral I' W A — B;,
seega ka erijuhul B, = B kehtib '+ A — B.
O

Jareldusl. A— B, B—CFA—=C.

Toestus.
Seega A =—= B, B — C, At C, millest deduktsiooniteoreemi pohjal jareldubki
toestatav vaide.

Jareldus2. A — (B—= (), BFrA=C.

Toestus.
Seega A — (B = (), B, AF C, millest deduktsiooniteoreemi jargi jareldubki
toestatav vaide.

Oleme toestanud kaks taiendavat tuletusreeglit:

A—B B=—C
A= C

10



A\/ADB
B\/BDC

AD (BD C)

N

ja

A= (B=C) B
A=C '

Naide 3. Valemi =— a = a tuletus.

(-ald --a)0d ((~aOd -a)d a) [A3A...-aB...3q]

-al -a [Naide 1]
\ / (jareldus 2)

(—|aD —-—-a) 0 a

--al (~al --a) / [ALA..~aB. ~al
\ (jareldus 1)

-—-al a

11



Naide 4. Valemi ¢ = —— a tuletus.

(---ald -a)0d (---al ad -~-a)

\ -=-=-al -a
/ (MP)

(—|—|—|a[| a)D = a

all (—| -=-al a.) /
\ (jareldus 1)

aLll --a

Jareldus3. a = ——a.
Ulesanne 2. Tuletada valemid:

“(la=b)=-(b=r¢) = (a = ¢);
- A= (A= B);
(-B=-A) = (A= B);

(A= B) = (- B= - A);

(A— B) = (WA= B) = B).

SrEs Lo to =

12

[A3:B...m~ = a,A...a]
[Naide 2]

[ALA..a B...n— - 4]



3. Predikaatarvutus

Predikaatarvutus on lausearvutuse laiendus, mis voimaldab opereerida uksikobjekti-
dega. Predikaatarvutusega saab valjendada selliseid lauseid nagu ”leidub selline arv,
et ...” ja ”iga elemendi korral kehtib ...” ) mis on matemaatilises tekstis sagedased.
Predikaatarvutusele on iseloomulikud jargmised arutlused.

”Koik koerad hauguvad. Muri on koer. Jarelikult Muri haugub.”
Vol

”Iga naturaalarvu N korral leidub algarv z > N. Koik algarvud on natu-
raalarvud. 17 on algarv. Jarelikult 17 on naturaalarv. Jarelikult leidub algarv,
mis on suurem kui 177,

Uksikobjektide (indiviidide) tahistamiseks kasutatakse predikaatarvutuses indiviid-
muutujaid ja -konstante.

Indiviididevahelisi tehteid valjendavaid operatsioone tahistatakse esimest jarku
predikaatarvutuse puhul funktsionaalkonstantidega. Kérgemat jarku arvutuste kor-
ral voib kasutada ka funktsionaalmuutujaid.

Funktsioonide esitamiseks kasutatakse nn. prefiksnotatsiooni, s.t. tehtemark kirju-
tatakse enne operande, naiteks f(z,y), +(5,z) jne. Iga funktsionaalkonstanti iseloo-
mustab tema argumentide arv e. kohalisus e. aarsus ja funktsiooni tiiiip. Nii véib
raakida 0-, 1-, 2-, jne. kohalistest funktsioonidest. Funktsiooni tutup naitab aga, mis
tlipi on argumendid ja mis tiiipi on funktsiooni vaartus (s.t. millisesse hulka nad
kuuluvad). Kui néiteks 3-kohalise funktsiooni g argumendid on vastavalt tiitipi 7, 74
ja 73 ning tulemus tuupi 7, esitatakse funktsiooni g tuup avaldisega

g T X Ty XT3 —>T.

Argumente ja tulemust valjendavad tuubisumbolid 7,7, 7, ... tahistavad objek-
tide hulka, millest voivad olla valitud vastava suuruse konkreetsed vaartused. Naiteks
reaalarvude liitmise operatsioon (funktsiooni) tiiip vo6ib olle esitatud avaldisega

IRxIR—1IR e + :real x real — real.

Ka programmeerimisest tuntud zflauset voib vaadelda kui 3-kohalist funktsiooni.
Eeldame lihsuse mottes, et iflauses kasutatakse vaid aritmeetikatehteid ning omis-
tamisoperaatoreid; omistamine toimub molema alternatiivi korral iihele a samale muu-
tujale. Selliseid tingimusi rahuldab naiteks tingimuslik lause

if £ >5theny:4"(z —z) else y := —2%z.

Selleks, et niisuguse lause ”funktsionaalsus” paremini silma paistaks, voib ta esitada
ka kujul

y:= if £ > 5 then 4" (z — z) else — 2"z.

(Modnes programmeerimiskeeles kasutataksegi just sellist iflause vormi). Nagu née-
me, on toodud naites tegu funktsiooniga, millelon kolm argumenti: iks toevaartuslik
(tilpi bool ja kaks reaalarvulist (tiipi real) argumenti; tulemus on aga reaalarv
(mida soovi korral voib omistada ka reaalarvulisele muutujale, nagu seda tehti eelnevas
niites). Seega saab selle iffunktsiooni tiiiibi esitada avaldisena

if : bool x real x real — real.

Lisaks indiviididele ja funktsioonidele kasutatakse esimest jarku predikaatarvu-
tuses veel indiviidide omadusi valjendavaid predikaate (predikaatkonstante). Need on
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funktsioonid, mille vaartus on toevaartuse tuupi. Eristamaks predikaate teistest funkt-
sioonidest, kasutame nende tahistamiseks suurtahti P, @, R jne.

Nii nagu funktsioonidegi korral, saab ka predikaatide puhul raakida nende kohali-
susest ja tilibist. Néitena voib tuua tihekohalise predikaadi P(z), mille argument on
reaalarvuline. Sellise predikaadi tutp esitatakse avaldisena

P :real — bool.

Predikaati P v&ib interpreteerida kas naiteks tingimusena z < 5 voi sin(z) = 30°
voi 2 4+ 3*x — 4 = 0 vms. viisil.
Esimest jarku predikaatarvutuse klassikaline kuju on alljargnev:

Tahestik:
— indiviidsiimbolid (konstandid @, b, ¢, ... ,a1,b1,... jamuutujad z,y, 2, ..., 21,41, . .
— funktsionaalkonstandid (f, g, h, ... - koos indeksitega, kui vaja);
— predikaatsimbolid (P, @, R, ... - koos indeksitega, kui vaja);
— loogikastimbolid (& - konjunktsioon, V - disjunktsioon, = - eitus ja = - implikat-
sioon);

— kvantorid (V - iildsuskvantor, 3 - eksistentsikvantor);
— abisiimbolid (sulud, koma).

Valjendid on tihestiku markidest moodustatud stringid. Valjendeid tahistatakse ena-
masti ladina tdhestiku alguse suurtihtedega A, B, C, ... Siimbol A(z) tahistab valjendit,
mis sisaldab indiviidi z. Kui valjendi A(z) ette on pandud siimbolid Yz v6i 3z, s.t. tegu
on viljenditega Vo A(z) véi 3z A(z), nimetatakse muutujat 2 seotud muutujaks. Vas-
tasel korral nimetatakse muutujat z vabaks muutujaks valjendis A(z).

Term:
— iga indiviiddsumbol maaramispiirkonnaga 7 on term tuupi 7;
— kui f on k-kohaline funktsioonisumbol tuupi f : 7 X ... X 7; —> 7 ning ¢1,...%
on vastavalt termid tuipi 7, ..., 7%, siis on valjend f(¢1,...,%x) term tUpi 7;

— muud valjendid ei ole termid.

Atomaarne valem e. aatom.

Viljend P(t1,...,t;) on atomaarne valem, kui P on k-kohaline predikaatsiimbol
tuipi 71 X ...x 7, — bool ning ¢y, ... 1 on vastavalt termid tuupi 7, ..., 7%.
Valem:

— iga aatom on valem,;

— kui A on valem, siis on valem ka —A;

kui A ja B on valemid, siis on valemid ka A&B, AVB ja A — B;

— kui A(z) on valem, kus z on vaba muutuja, siis on valemid ka Yz A(z) ja JzA(z);
muud valjendid ei ole valemid.
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Predikaatarvutuse aksioomid:

Al
A2.
A3.
A4.
Ab.
A6.
AT.
AS8.
A9.
A10.
All
Al2
Al3.
Al4
Al5.

A= (B=A)

A= B=0C) = (A= B) = (A= 0())
(A&B) = A

(A&B) = B

A = (B = (A&B))

A= C)= ((B=C(C)= AVB=())
A= (AVB)

B = (AVB)

- A= (A= B)

(A= B) = ((A = -B) = -4)

AV 2 A
VzA(z) = Alz = 1]

Alz :=t] = FzA(2)

Yz(A = B(z)) = (A = YaB(z)), kus A ei sisalda z-i vabalt

Ve (B(z) = A) = (JzB(x) = A), kus A ei sisalda z-i vabalt

Tuletusreeglid

Modus ponens (MP):

A—B A

ja ildistamine (Gen):

A
VA

Ka predikaatarvutuse korral kehtib deduktsiooniteoreem.

Kui I, AF B jaleidub valemi A tuletus, milles ei kasutata reeglit Gen valemi
A vabade muutujate suhtes, siis I' A = B. (Testus on toodud raamatus
E. Mendelson ”Introduction to Mathematical Logic”, D. van Nostrad co inc.,
Princeton, 1964. Raamatu venekeelne tolge on ilmunud Moskvas aastal 1984,
kirjastuse ”Nauka”).

Naide 5. Tuletame valemi VaVyA(z,y) = VyVz A(z, y).
S1. VaVyA(z,y) [hiipotees]
S2. VaVyA(z,y) = VyA(z,y) [A12, kus ¢ = z]
S3. VyA(z,y) [S1, S2, kasutades MP]
S4. VyA(z,y) = A(z,y) [A12, kus ¢ = y]
S5. A(z,y) [S3, S4, kasutades MP]
S6. Ve A(z, y) [S5, kasutades Gen]
S7.VyVzA(z,y) [S6, kasutades Gen]

Seega oleme naidanud, et YaVyA(z,y) - VyVz A(z, y). Kuna tuletuses ei ole reeglit
Gen rakendatud valemi VzVyA(z,y) vabade muutujate suhtes, siis deduktsiooniteo-
reemi pohjal saabki jareldada soovitud valemi tuletatavuse.

O

Ulesanne 3. Tuletada valem

Ve(A(r) = B(z)) = (FzA(z) = JzB(z)).
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4.Sekventsiaalarvutused

Matemaatikas kasutatakse tdestamismeetoditena induktsiooni (iiksiknéidete tildistami-
ne) ja deduktsiooni (jareldamine tildiste teadmiste pdhjal). Deduktiivsed matemaatili-
sed toestused on formaliseerituna esitatavad loogika keeles. Seejuures saab iga deduk-
tiivse arutluse kirja panna predikaatarvutuse (erandjuhtudel ka lausearvutuse) valemi
tuletusena. Koik matemaatilistes tuletustes kasutatavad valemid on implikatsiooni ku-

jul (G. Gentzen, 1934):

Valemit kujul (4) nimetatakse sekventsiks ning esitatakse lithendatult avaldisena

Al,...,Am—)Bl,...,Bn, (5)

mida interpreteeritakse jargmiselt: 7 tingimustest Ay, ... ja A, jareldub By voi ... B,”.
Tingimused Ai,...,Amn, B1,..., B, on esitatavad suvaliste predikaatarvutuse (voi
lausearvutuse)  valemitena. Sekventsi (5) eeldusi Aj,..., A, nimetatakse
antetsedendiks ja jareldust By,..., B, nimetatakse suktsedendiks. Sekventsi (5)
antetsedent voib erijuhul ka puududa, s.t. m = 0. Sellisel juhul on valemid By, ..., B,
tuletatavad aksioomidest lisaeeldusi (hiipoteese) kasutamata.

Sekventside esitamiseks kasutatakse ka kirjutist

I'— A,

kus kreeka tahed tahistavad valemite loetelusid. Juhul kui tahetakase rohutada, et
sekventsi antetsedent voi suktsedent sisaldab muude valemite korval ka valemit A,
esitatakse sekvents vastavalt kas kujul

INA— A
vol
I'— A A

Suktsedendita sekvents (n = 0) néitab, et valemid Ay, ..., Ay on vastuolulised.

Enamikku tuntud arvutustest saab esitada nn. sekventsiaalarvutustena, kus tule-
tuse ”elementideks” on sekventsid.

Sekventsiaalarvutuse teoreemiks on iga valem A, mille korral on tuletatav an-
tetsedendita sekvents — A. Tuletusreeglid kujul

Sl 52 Sk
S

naitavad, et sekventside Si,...,Sg tuletatavusest jareldub sekventsi S tuletatavus.
Aksioomideks loetakse need sekventsid, mille antetsedendis ja suktsedendis on ks ja
sama, valem:

IA— A A

Iga sekventsiaalarvutuses kasutatava loogikatehte jaoks on kaks tuletusreeglit: ks
tehtemargi sissetoomiseks sekventsi S antetsedenti, teine margi sissetoomiseks sekventsi
S suktsedenti. Nimetatud asjaolu tottu on sekventsiaalarvutuste konstrueerimine olu-
liselt lihtsam kui ”klassikalistes” arvutustes. Naiteks lausearvutuse korral on tuletuse
otsimine deterministlik.

Tllustreerime toodud vaiteid predikaatarvutuse sekventsiaalvariandi naitel.
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1. jarku predikaatarvutuse tuletusreeglid (arvutus G4):

1. Struktuurireeglid

— Lodvendus
A—T A—T
D,A—T A—TG
— Taandamine
D,D,A—T A— TG G
D,A—T A—TG
- Umberjéirjestamine
AA B, T — 11 A—TABY
A B AT — I A— T B AY
— Loige
A—T A Al — X
(cut)
Al —T%Y
2. Loogikareeglid
(= —) I'— A A (— ) AT — A
AT — A I'—A - A

(v —) Al'—A B I'— A (— V) I'— AAB
AVB, I — A I'— A AVEB
(& —) A BT — A (_>&)F—>A,A I'—AB
A&B, ' — A I' — A ALB
(:>_>)F—>A,A B, ' — A (— =) AT — A B
A— B, ' — A I'—AA—2B
Az :=1t], YeA(z), I — A I' — A Alz := b
v —) VeA(z), I — A (=) TS A vean)

Alz :=b], T — A

I' — A, Alz:=t],3zA(z)
C=) 5 aw.r =4 (

I' — A JzA(x)

— 3)

Toodud tuletusreeglites tahistab ¢ suvalist termi. Reeglites (— V) ja (3 —3)
tahistab b vaba indiviidmuutujat, mis ei tohi esineda tuletatavas sekventsis, s.o. b el
tohi olla vaba muutuja tiheski loetelu I'; A valemis ega ka valemites 3z A(z) ja Ve A(z).

Naide 6. Tuletada valem a = — — a.

a—a (=—)
—a, a — (— )
a— " -a (— =)

—ra = T Ta
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Mairkus 1. Taandamis- ja imberjarjestamise reeglid véimaldavad sekventsides esinevaid va-
lemite loetelusid kasitleda hulkadena. Edaspidi eeldamegi, et valemite jarjekord antetsedendis
voi suktsedendis pole oluline. Samuti ei poora me tahelepanu asjaolule, kas méni valem esineb
sekventsi uhel poolel iiks v6i mitu korda.

Mairkus 2. Arvestades l6dvendusreegleid, voib aksioome kasitleda lihtsustatud kujul:

A— A

Arvutuse G4 tuletusreeglid on saadud matemaatika deduktiivsete tuletuste for-
maliseerimisel.

Vaatame naiteks predikaati P(z) = (2 < r). Siis » > 0 korral on l6pmata palju
arve, mis seda predikaati rahuldavad, (s.t. on tdene valem JzP(z)); r < 0 korral ei
leidu aga tihtegi arvu, mis rahuldaksid vaadeldavat predikaati.

Teiselt poolt kehtib predikaat = P(y) = (y* > r) iga y jaoks, kui r < 0, vastasel
juhul aga ei rahulda seda predikaati ukski y vaartus.

Kahe viimase 1oigu pohjal saab teha tldistava jarelduse, et soltumata r vaartusest
kehtib vaide JzVy(P(z) V- P(y)) (edasises tahistame seda valemit tdhega A). Selgub,
et predikaadi P interpretatsioon pole antud juhul oluline: valem A on tuletatav iga
predikaadi P jaoks. Matemaatikud kasutavad selle vaite tuletamiseks sageli jargmist
votet.

Eeldame, et kehtib 3P (z). Siis voib leida konstandi a, nii et kehtib P(a). Arvestades
disjunktsiooni omadusi, saame, et kehtib seos

Vy(P(a) V= P(y)) e. Fa¥y(P(z) V- P(y)).

Eeldame niiiid, et 3z P(z) ei kehti, s.t. kehtib valem — (3zP(z)). Siis kehtib iga
muutuja d vaartuse korral = P(d). Analoogiliselt eelmiase juhuga saab siingi naidata,
et

Jz(P(z)V - P(d)) e. JaVy(P(z)V - P(y)).

Seega oleme molema alternatiivi korral toestanud, et kehtib valem A. Kuna rohkem
voimalusi eelduse valikuks pole, voime vaita, et valem A kehtib tingimusteta. Sisuliselt
oleme kasutanud loikereeglit:

— JzP(z) V- 3zP(z) — JzP(z)V-IxP(z) = JaVy(P(z)V - P(y))
F2Vy(P(z) vV = P(y))

Toodud juhul on loikereegli variandi molemad eeldused suhteliselt lihtsalt tule-
tatavad (vt. ndide 7). Loikereegli kasutamise raskus seisneb sellise ”16igatava” valemi
leidmises, mis annaks lihtsalt toestatavad eeldused.

Loikereeglit kasutatakse paljudes matemaatika arutluskaikudes.

Naide 7. JzVy(P(z) V- P(y)) = A.

P(d) — A, P(e), P(d), 3z P(z)

— A, P(c),— P(d), P(d),3zP(x)

P(a) — A, P(a)— P(b) — A, P(c),— P(d),3zP(z)
P(a) — A, P(a) V- P(b) — A, P(e) V- (d),ﬂa:P( )
Pla) — A Vy(P(a) V- Ply)) — A Vy(P(c) V- Ply) JzP(x)

JxP(z) — FxP(x) Sz: Pla) — A Sy :— A, JzP(x )

— zP(z),— (JxP(z)) S1: dzP(z) — a - (FzP(z)) —a

— JzP(z) V- (FeP(z)) FzP(z)Vv-(FzP(z)) — A

S: — A
O



Jargnevas téestame teoreemi, mis néitab, et nn. siledate sekventside korral saab
koiki 1oikereegli abil tuletatavaid valemeid toestada ka ilma selle reeglita. Siledaks
nimetatakse sekventsi, milles iiks ja sama muutuja ei esine uhtaegu nii seotud kui
ka vaba muutujana. Naiteks sekvents

Vay(P(z)&Q(y)) — P(y) (6)

pole sile, sest muutuja y on antetsedendis seotud, suktsedendis aga vaba.

Tegelikult ei kujuta sekventside sileduse noue mingit piirangut, sest seotud muu-
tujate imbernimetamine ei muuda valemi tuletatavust. (Harjutusena on soovitatav
toestada viimast vaidet kinnitavad valemid Yz A(z) = VyA(y) jaJz A(x) = FyA(y)).
Niiteks sekventsiga (6) on samavéérne sile sekvents

VaVz(P(z)&P(z)) — P(y).

Loikereegli elimineeritavusest jareldub, et selle kasutamist saaks arutluskaikudes
valtida. Sel asjaolul on suur metodoloogiline tahendus: loikereegli abil saaks iga tule-
tatava lause jaoks tuletada ka tema eituse. Teiste sonaega, mitteelimineeritavat 10ike-
reeglit sisaldav arvutus pole kooskolaline.

Loikereegel on ainus reegel, mille jareldusena saadav sekvents ei pruugi sisaldada
tihtegi valemit (veenduge selles!). Seega saab ldikereegliga pShimdtteliselt tuletada
tihja sekventsi:

— .

Tihjast sekventsist saab aga 1odvendusreegliga tuletada nii — A kui ka — — A.
Kehtib ka vastupidine: juhul kui arvutuses saab tuletada vastuolu, s.t. sekventsid — A
ja — = A, saab tuletada ka tuhja sekventsi

— A
-A— — = A cut
—

Jareldus4. Arvutus on mittekooskélaline parajasti siis, kui tema tuletusreeglid lubavad
tuletada tihja sckventsi. Predikaatarvutuses aga ei saagi tuhja sekventst tuletada, kui
lotkereceglit e1 kasutata.

Teoreem 1. Teoreem ldike elimineerimisest (G. Gentzen). Iga sile sekvents on tule-
tatav arvutuses G4 lotkereeglit kasutamata.

Tegelikult toestame veelgi tugevama vaite: iga loikereeglit kasutava tuletuse saab
lopliku arvu sammudega transformeerida tuletuseks, mis ei sisalda loikereegli kasu-
tamisi.

Enne teoreemi toestamist veendume kolme lemma kehtivuses. Alustame aga sellest,
et toome sisse moned toestuses vajalikud moisted.

Koigil tuletusreeglitel grupist B on nn. alamavaldiste omadus: tuletusreegli jarelduses
voetakse abiks uus valem (reegli pealiige), mis saadakse eeldustes esinevatest valemitest
(reegli korvallitkmetest) loogikatehete rakendamisel. Kéiki tilejaanud (tuletussammul
muutumatutena imberkirjutatavaid) valemeid nimetatakse parameetrilisteks valemi-
teks. Niisiis oleme andnud igale tuletusreeglis esinevale valemile ildnime. Naiteks:
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kdrvalliige

korvallikmed
-4, KAKX), At) r-oA BM-48 o )
o oA D AD B, r;\\\ -
parameetrilised pealiige pealiige parameetrilised
valemid valemid

Eellased ja jarglased. Tuletusreegli jarelduses esineva parameetrilise valemi A esine-
mist reegli eelduses nimetatakse tema vahetuks eellaseks.

Valemi A eellaseks on koik need tuletuses esinevad valemid B, mis on suhtes
(A, B) € R*, kus R* on vahetu eelnevuse suhte R transitiivne refleksiivne sulund. Kui
valem A on valemi B eellane, siis valemit B nimetatakse valemi A jarglaseks.

Ulesanne4. Leida ndites 7 esitatud tuletuses valemi A kéik eellased.

Valemi astak on valemis esinevate loogikamérkide V, &, -, =,V ja 3 arv. Niiteks
valemi 3z P(z) V - (3z P(z)) astak on 4.
Loike astak on tuletuses kasutatavas 15ikereeglis

I —AC CS—1
IS — A Il

16igatava valemi C' astak.

Tuletuse korrutamine sekventsiga I' — A (tahistus d - [I" — A], kus d on

mingi tuletuspuu) on tuletus, milles iga sekvents X — IT on asendatud sekventsiga
Ny — 1A

Omadus1. Tuletuse d korrutamine suvalise sekventsiga et muuda tuletuse struktuuri
(kasutatakse tuletusreeglite jarjekorda ja pealitkmeid) ega korrektsust. Teiste sénadega,
kui d on tuletus, siis on ka d-[I" — A] tuletus.

NB! Veenduge selle vaite kehtivuses iseseisvalt!

Definitsioon1. Sekventsi I' — A tuletust D nimetame (k, F')-tuletuseks, kui kasu-
tatavates lotkereeglites on loigete maksimaalne astak k ja koigi loigatavate maksimaalse
astmega valemite hulk on F. (k, F)-tuletuse tdhistamiseks kasutatakse jargmist kirjavi-
151

FEF P A
Niites 7 on esitatud valemi A (4, {3zP(z)V - Jx P(z)})-tuletus.

Lemmal.

(Inversioonilemma):

1. Kui F&F) ' 5 A A&B, siis F8F) ' —5 A A ja H&F) ' —5 A B;
2. Kui b F) ' — A Ve A, siisFBT) ' — A Alx := 1], kus t ei sisalda muutujaid,
mis on I') A ja Vx A jaoks seotud muutujad;
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3. Kuit
J. Kuit

FE) D —3 AJA= B, siist*F) A T — A B;

FE)Y D 3 A= A, siisFRF) AT —5 A;

5. Kui F8F) AV B I —5 A, siisFEF) AT — A jaH&F) B 3 A

6. Kui F& ) (3zA), T — A, siis BT Alz =1, — A, kus t ei sisalda muutu-
gaid, mis on I', A ja Az A jaoks seotud muutujad.

o~ o~~~

Toestus.

Juhtum 1: Sekventsi I' — A, A& B tuletuses peab olema kasutatud kas
a) reeglit (— &),
b) 1ddvendusreeglit valemi A& B sissetoomiseks voi

c) aksioomi A&A — A&LA.

Juhul 1a) on tuletus kujul:

MN"-A, A&B

M- A, A&B

Teisendame seda tuletust:

asendame tuletatavas sekventsis valemi A& B koos oma kdigi eellastega valemiga A
(tuletuspuu osas D asendame parameetrilised valemid A& B uue valemiga A), jatame
ara tuletussammu (— &) ning jatkame sekventsi I/ — A’/ A tuletust puuga d4.
Saame

dA

i I"—»\A’,A 7
r-AA

Samal viisil saame sekventsi I" — A, B tuletuse.

21



Juhul 1b) on teisendus analoogne: parameetriline valem A& B tuleb koos k&igi oma
eellastega asendada valemiga A (vdi valemiga B).

¢

r- A .
I oA ARB (I6dvendus)

Seega tuletus

M- A A&B

teisendatakse kujule

d

M-
T oA A (I6dvendus)
r-AA

Juhul 1c) asendatakse sekventsis parameetrilised valemid A& B valemiga A (voi
valemiga B) ja secjérel tuletatakse sekvents I''; A& B — A’ kasutades reeglit (& —).

Tapsemalt, tuletus

N A&B - A A& B

d

M- A A&B

teisendatakse tuletuseks
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rMAB-AA
M A&B- AA

(& -)

M- AA

Mirkus 3. Juhul 1b), kus valem toodi sisse lodvendusreegliga, on teisendus rakendatav ka
teiste loogikatehete korral, s.t. 1b), 2b), 3b}), 4b), 5b) ja 6b) toestatakse sama moodi.
Ulejaanud kaks teisendust saab esitada graafiliselt thel joonisel.

Tuletuspuu enne teisendust:

Ne/ N/

rl_)Al rl_}AI
M- A,A&B

N A&B - A',A& B

- A A&B \

Korvalharu néitab, et katkend-
joonega esitatud puu haru véib
I6ppeda ka sekventsiga
rN,A&B - A', A& B.

Tuletuspuu parast teisendust:

d rAB-A,A
A
M A&B - A" A
M- AL A -
dA&BﬁA
M- AA

dagp—y 4 tahistab puud, mis on saadud puust d parameetrilise avaldise A& B ja tema
koigi eellaste asendamisel valemiga A.

(Markuse 16pp).

Juhtum 2 (jaetakse toestada lugejal).
Juhtum 3. Esitame teisenduse graafiliselt.
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Tuletuspuu enne teisendust:

\*/

M A-AB A0 B A',AO B
- A,A0 B .

dlj- AD B]

r- A A0 B

ja parast teisendust:

dl
\ / AT - AN,AB AT, B-A,B

AT - A, B Al A0 B-A',B

@ -)

NA-AB

kus dy =d-[A — B].

Juhtumite 4, 5 ja 6 toestused jaetakse lugejale harjutusulesanneteks.
Lemma 2.

Kui FOFUCH G siis H(OF) g
Toestus.

Sekventsi S tuletus voib sisaldada mitut 16ikereeglit astakuga 0. Valime neist koige
ulemise”, s.o. sellise, mille eeldused on tuletatud ilma loikereeglita. Valjavalitud loike
korral loigatav reegel olgu C'. Et lemma eeldustel on 16ike astak 0, saab valemi tule-
tada vaid aksioomist. Seega on konstruktsioon, mis teisendab tuletuse F(©FU{CH g
tuletuseks H®F) S| jargmine.
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Tuletuspuu enne teisendust...

CzZ-CT

r-AC Cr'-A

\r,r’~y

(cut

kus d;:

I_I

- A

... Ja parast:

di:dl[ﬂz — rl]
d,/=d, [ﬂr - A]

Lemma 3.

Kui FEFUCH S siis -0 F) G

Toestus.

Kui £ = 0, tuleneb vaide otseselt lemmast 2.



Kui k > 0, tuleb vaadelda 6 juhtu: C = A&B, C = AVB,C=A— B, (C = A,
C=3zA, C =VzA.

Esitame siin juhtude 1 ja 3 toestused, jattes ulejaanud lugejale harjutusulesanneteks.

Juhtum 1: C = A&B. Sekventsi S tuletuse alampuu, mille juureks on valemi C'
loige, teiseneb jargmiselt.

Tuletuspuu enne teisendust...

\ e/

ABT" . A"
A&.B,rﬂ_> n
d, A&B,T - A& B,
\ | /
- A A&B A&BT' LA -~

r,r - AaAn

... Ja parast teisendust:

\ L1<dl>/ \ 0, /
Ll(dl) N A, A A, B,I'” N A"
; / (cut = \ @ /
(cut) M- AB B, I - AA

rr" - AA" rz-ANAB

d;

T AN

kus L; (dy) tahistab puud, mis saadakse lemma 1 teisendusega puust d; :, d% on saadud
do-st antetsedendis koigi parameetriliste valemite A& B kustutamise ning seejéarel sekventsiga
I'" — A’ korrutamise tulemusena; df = dy - [¥ — I].

Teisenduse tulemusena saadud puus on iks 1oige rohkem, kuid nende loigete astak
on vaiksem kui k£ (1digatavates valemites pole enam konjunktsiooni).

Juhtum 3: C' = A —> B. Analoogselt eelmisega saab vaadeldavat 16iget sisaldavat
alampuud teisendada jargmiselt.
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Lahteseis:

\e /e /

r” N AH,A B’r” = AH

AD BT" - A" AD B - A", AT B
d1 d

r-AA0OB Al B, T - A" -
rr- AN

(cut)

tulemus:

W \v@w/ N\ e/
dl All— N A, B B,I_II N A” d'
r"-a"A AT, = A A 1

r,r” N A’ AH A,r’r” N A’AH’ B
rr-AaA",AOB

(-0)

d!

T AN -

kus d’ on saadud toestuse fragmendist d antetsedendist parameetrilise valemi A — B
kustutamise ning sekventsiga I' — A korrutamise teel; di = Li(dy) - [[" — A"].
Ulejaanud tahistused langevad kokku juhtumi 1 omadega.

Toodud lemmade pdhjal saab toestada ka 16ike elimineerimise teoreemi (vt. lk. 19).
Oletame, et d on suvaline tuletus, milles & on maksimaalne loike astak, F aga
”16igatavate” valemite hulk astakuga k. Jarelikult on d (k, F')-tuletus.Kui £ > 0, siis
saab lemma 3 teisenduste kasutamisel 1oplik arv kordi viia tuletuse kujule, milles 1oigete
maksimaalne astak e1 uleta k — 1. Kui k£ = 0, saab 1oplik arv kordi lemma 2 teisendust
kasutades elimineerida koik loiked.
O
Jargnev naide illustreerib 16ike elimineerimist valemi A tuletuses.

Naide 8. (Naite 7 jitk). Loike elimineerimine valemi A = JzVy(P(z) V = P(y)) tule-
tusest (ldhtetuletus oli esitatud néites 7).

1. Asendame kdigepealt valemi JzP(z) V -~ (JzP(z)) 16ike kahe lihtsama valemi

loikegar:
S1 ja Sy tahistavad naites 7 vastavate sekventside tuletusi.
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OXP(x) - OxP(x)  [AX]
~ OxP(x), = (OxP(x)) S:OxP(x) — A S:— ADxP(x)

~ OxP(x), A - (OxP(x)) - A
— A

2. Vastavalt lemmale 3 elimineerime suurima astakuga 16ike, s.t. valemi = (3zP(z))
16ike:

[Ax] OxP(x) - OxP(x) S:OxP(x) - A
S:- A DIxP(x) OxP(x) - A
- A

(cut)

(cut)

Ulemise 1ike voib niiid ara jatta, kuna vasak eeldus on aksioom:

S3:Pla) — A
Sy :—> A, JxP(x) JzP(z) — A
— A

3. Elimineerime 3z P(z)-15ike, asendades selleks sekventsis S3 muutuja ¢ muutujaga
d. Tulemuseks saame tuletuse:

P(d) — A, P(c), P(d) Sg:P(d)— A
P(d) — A, P(e)
— A, P(c),— P(d)
— A, P(c)V = P(d)
— AVy(P() V P(y)
— A

4. Vastavalt lemmale 2 elimineerime viimase O-astakuga loike:

P (d) — A, P(d), -~ P(b), P(e)
P(d)y— A, P(d)V = P(b), P(c)
P(d) — A, Vy(P(d)V - P(y)), P(0)

P(d) — A, P(e)

— A, P(e), = P(d)

— A, P(e) vV = P(d)

— A, Yy(P(e) vV ~ P(y))

— A

O

Laike elimineerimist nimetatakse ka tuletuse normaliseerimiseks.

Sekventsiaalarvutuste tarvis on leitud mitmeid heuristilisi meetodeid normalisee-
ritud tuletuse vahetuks konstrueerimiseks, s.t. loikereegli ”vahepealse” kasutamiseta.
Alljargnevas esitame uhe sellise algoritmi, kus tuletus on konstrueeritud ” alt-tules” mee-
todil, litkudes eesmérgilt (tuletatavalt sekventsilt) aksioomide suunas.

Algoritmi esitamiseks votame kasutusele abitahistused.

S’ ja S tahistagu sekventsi S eeldusi tuletusreeglis
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S’ .. S8 s .
5 Vol 3 (7)

Fg, F{ ja F¥ tahistagu vastavalt tuletusreeglite (7) pea- ja korvallitkmeid.

Kui on oluline réhutada, et pealiige (korvalliige) asub antetsedendis, siis kasutame
tahistuste Fg, F§ ja FY asemel Ag, A ja AY. Analoogiliselt pea- voi korvallitkmete
esinemisel suktsedendis olgu vastavad tahised Sg, S% ja S%.

Alljargnev algoritm on kirja pandud PASCALile sarnases pseudokeeles. Muutuja
L tahistab antud hetkel veel toestamata sekventside nimistut. Algoritmi too algab
tuletatava sekventsi kirjutamisega nimistusse L. Jargnevas voetakse nimistust esimene
element ning leitakse tuletusreegel, mille jarelduseks vaadeldav sekvents voiks olla. Kui
tuletusreegli eeldused pole aksioomid, lisatakse need nimistusse L. Kui algoritmi too
lopeb nimist L tuhjaks saamisega, on lahtesekvents tuletatav, vastasel juhul mitte.
Nimistusse L jaavad need sekventsid, mida enam lihtsustada ei saa. Tahistagu Sy
jargnevas nimistu L =< 57, 55,...,5, > esimest elementi, tehted L —S; ja L+ S aga
vastavalt esimese litkme eemaldamist nimistust ja elemendi S lisamist nimistu loppu.

Juhime veel tahelepnu, et case-lause on deterministlik, s.t. alternatiive vaadeldakse
nende kirjutamise jarjekorras ning ¢-s alternatiiv tuleb vaatluse alla vaid juhul, kui koigi
eelnevate alternatiivide rakendamise tingimused pole rahuldatud. Seega annab algoritm
reeglite jarjestuse (heuristika) - milliseid reegleid eelistada juhul, kui antud sekventsis
on voimalik valida mitme reegli rakendamise vahel.

Algoritm {tuletuse ehitamine arvutuses G4}
Input: sekvents S

Method:

(1) L:=<xS>
(2) while L #<> do
{L =< 51,59,...,5, >}
case S; of
axiom: [, := L — S
Fg, = AV B, Fg, = A&B, Fg, —A— B
{57 ja SY leidmiseks kasutatakse vastavalt reegleid
(V—),(— V), (& =), (— &), (= —) voi (— =)}
L:=(L—-5)+S+5;
F51 =—A:
{5} leidmiseks kasutatakse reegleid(— —) voi (— =)}
As, =z A(z), Ss, =V A(x):
{57 leitakse reeglite(3 —) voi (— V) abil,
kusjuures tuuakse sisse uus muutuja b,
mis ei esine pealitkmega samas sekventsis}
L= (L —51) +Si,
Ss, = JzA(z), Ss, =VrA(z):
{57 leitakse reeglite (— 3) véi (V —) abil,
sisse tuuakse term ¢}
L= (L—Sl)—‘rSi
else
stop (’S pole tuletatav’)
(3) stop (’S on tuletatav’)
end.
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Paneme tahele, et esitatud algoritm ei kasuta ldikereeglit (Cut). Jirgnevas
(vt. ptk.5) selgub, et see pole algoritmi maaramispiirkondakitsendav, sest iga l5ikereeglit
kasutava tuletuse saab asendada ekvivalentse ”16ikevaba” tuletusega.

Naide 9. Tuletada valem JzVyP(z,y = Yy3zP(z,y).

P(a,b), 0yP(a,y) — P(a,b), OxP(x,b)

(-0
OyP(a,y) - OxP(x,b) (- 0)
OyP(ay) — OyOxP(x,y) (0-)
OxOyP(x,y) - OyOxP(X,y) (- 0)
- OxOyP(x,y) /0 OyOxP(x,y) -
O
Naide 10. Naidata, et valemil (p = ¢) = (= p — — ¢) puudub tuletus.
q—p,p (ei ole aksioom)
— -q,p,p
-p—> ¢, p
— (-p = —q),p g — (=p = —9)
(p > q) e (—|p fr— —|q)
—)(p:}q):>(—|p:>—|q) o

Ulesanne5. Leida jargmiste valemite tuletused (kui véimalik).

a) (p&(p = q9)) = ¢

b)aV-a

¢)(p=q) = (~q = -p)

d) Jz(A(z) = B(z)) = (YzA(z) = JzB(z))
e) (Vz(A(z) VVeB(z)) = Yz(A(z) V B(z))

f) JxVyP(z,y) = Yy3zP(z,y)

9) (p=q) = (-p= —q)

h)Vz(A —= B) = (VoA = V2 B)

i)Ve(A = B) = (32A — FzB)

J) Ve A <= -Jz-A

Ulesanne6. (Ndidata, et tuletusreeglid — —=), (& —)ja(—> V) on pdératavad.
See tihendab, et reegli (— =) asemel voib kasutada ka reeglit

I' —>AA—B
I'NA—T,B

Ulesanne 7. Naidata, et arvutuses G4 tuletatavate valemite hulk langeb kokku peatiikis
3 esitatud predikaatarvutuses tuletatavate valemitega.
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5. Herbrand’i teoreem

Sekventsiaalarvutuse eelisteks on tuletuste suhteline lihtsus, samuti asjaolu, et neid
saab kergesti laiendada ka teistele loogika arvutustele. Puudusteks tuleb aga markida
tuletuspuude suurt mahtu ja raskusi kvantorreeglite rakendamisel (asendamiseks sobi-
vate termide leidmisel). Loetletud puudustest aitab iile saada jargnevas toodav Her-
brand’i teoreem.

Herbrand’i teoreem lubab kvantoreid sisaldavate sekventside tuletused asendada
lihtsamate (ilma kvantoriteta) sekventside tuletustega. Koigepealt vaatame tulemuse
valemite uildkuju jaoks Herbrand’i teoreemi erikujuliste valemite korral, seejarel uldista-
me tulemuse.

5.1. Erijuht

Kasitleme sekventsi
Ve Ves . Yep Az, 22, ..., 2p) — Jr13zs .. 32, B(Y1, ¥2, - -, Yg)-

Kasutades lihendust, voib selle sekventsi esitada ka kujul

Ve A(z) — JyB(y), (8)
kus z ja y tdhistavad vastavalt vektoreid (z1,...,zp) ja (¥1,...,¥y). Eeldame, et
valemid A(z) ja B(y) ei sisalda kvantoreid.

Lihtne on veenduda, et igasuguste termidest moodustatud vektorite ¢;,¢,, ... korral
saab tuletada sekventsi Yz A(z) — A(t;), A(f3), . ... Sekventsi (8) tdestamiseks tuleb
leida termide vektor uy, ..., u, nii et vabalt valitud valemitest A(¢;) jarelduks valem
B(uq) V...V B(ug). Loomulik oleks termid ¢,, ... ,u,,...,u, koostada sekventsi (8)

koosseisu kuuluvatest funktsioonisimbolitest ja konstantidest.

Definitsioon2. Sekventsi (8) Herbrand’i universumiks nimetatakse termide hulka,
mis on moodustatud sekventsi (8) konstantidest ja funktsioonistimbolitest. Kui sekventsis
(8) konstante pole, véetakse kasutusele konstant 0.

Sekventsi S Herbrand’i universumit tahistatakse simboliga Ug (kohtades, kus see
el tekita arusaamatusi, tahistab Uy sekventsi —> A Herbrand’i universumi, kusjuures
raagime valemi A universumist).

Herbrand’i universumi moodustamiseks tuleb konstrueerida hulk H, vastavalt jarg-
misele eeskirjale:

Hy - sekventsi koosseisu kuuluvate indiviidkonstantide hulk voi {0};
Hrp HiU{f(t1,... ,tn) | t; € Hi, f on sekventsis (8) esinev n-kohaline funkt-
sioonistimbol }.

Naide11. Leida sekventsi — Vz3z(P(f(z),a) = Q(g(y), b) Herbrand’i universum.

HO = ((l,b)

Hy ={a,b, f(a), f(b),g(a),g(b)}

Hy = {a,b, f(a), f(b),g(a),g(b), f(f(a)), F(f(D)), flg(a)), F(g(b)),
g(f(a)),g(f(b)),g(g(a)),g(g(b))}

Antud juhul on Herbrand’i universum lopmatu.
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Definitsioon 3. Sekventsi (8) Herbrand’i arenduseks nimetatakse sekventsi

At &AL & .. . &A(L,) — B(uy) V B(uy) V...V B(u,),
kus termid t,,... 1., uq,...,u, kuuluvad sekventsi (8) Herbrand’i universumisse.

1 Zm)

Naide 12. Vaatleme sekventsi

OxOyz(((F(xy)& F(y,2) O G(x,2))& F(i,a)& F(j,i)) - 0zG(j,2)

A(x.y.2)

Juhul kui predikaati F(z,y) interpreteerida kui ”x on y isa” ja predikaati G(z,y)
kui ”x on y vanaisa”, esitab toodud valem vaite, et kui isik ¢ on a isa ja j on 1 isa, siis
isikul j on lapselaps.

Kuna valemis ei kasutata funktsioone, on selle sekventsi universum loplik: Us =
{a,i,j}. Ka Herbrand’i arenduste hulk on 15plik, koosnedes 27 erinevast elemendist.
Maksimaalne arendus on

Ala,a,a)&A(a,a,i)& .. . &A(],7,7) — G(j,a) VG(5,7) VG, 7),
aga Herbrand’i arenduseks on ka sekvents
Ajyi,a) — G(j,a).

Moélemad toodud Herbrand’i arendused on tuletatavad.

O
Naide 13. Valemi Jz(=P(z) V P(f(z)) Herbrand’i universum on
U =10, f(0), f(£(0)), £F(F(£(0))),-..}.
Jarelikult on 1opmatu ka arenduste hulk:
={=P0) v P(£(0)), (=P(0) v P(£(0))) V (=P(f(0)) V P(£(f(0)))),
(=P(0) v P(£(0))) V (=P(f(0)) V P(f(f(0)))) V (=P(£(£(0)))V
VP(f(FFO))). -} .

Markigem, et teine element hulgas A on tuletatav valem.

Teoreem 2. (Herbrand’i teoreemi lihtsam juht).
Sekvents Yr A(z) — JyB(y) on tuletatav parajasti siis, kui leidub tema Herbrand'i
arendus

&LicnAlt;) — VjSmB(@j)a
mis on tuletatav.

Téestus. (Tarvilikkus). Olgu téestatav valem

V2A(x) — 3uB(y). )
Sekvents
&i<nAlt;) — Vj<m B(y;)

on saadav sekventsi (9) tuletusest, kui asendada tuletusreegite (Y —) ja (— 3)
esinemised vastavalt reeglitega (& —) ja (— V).

Selline teisendus annab sekventsi (9) tuletuse vaid siis, kui tuletuses pole kasutatud
loikereeglit.
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Vaata ka kirjeldatud tuletuste teisenduse naidet (naide 14). (Piisavus ilma tdestuseta).

Naide 14. Sekventsi VzA(z) — JyB(y) tuletuse teisendamine sekventsi
A(t1)&A(t2)&A(ts) — B(u1) tuletuseks.

r AL, A'(), A7 (1), DXA(X) - B(u,), yB(y), A"

A (L), AlL), Alt), OxA(x) — CyB(y), A"

M A(L), A'(t), Alt,), OXA(x) - OyB(y), &'
M, A (L), A(t,), OXA(X) - OyB(y), &'

M A(L), Alt,), OXA(X) - DyB(y), A
M A(L), OxA(X) - OyB(y), &

A(t), CRA(X) — CYB(Y)
DA - DyB(y)

(@-)

r, A (t), A" (tzﬁ, A" (t;) - B(u), A"

e A(L), A (L), A (t) - B(u),A"

LA, AL, A) - B,
r’ A’(tl)’A(tz)& A(ts) - B(U)-A

AL), AlL) & AL) - B(w)

Alt) & Alt,) & A(t;) — B(w)

Naide 15. Valem VzP(z, f(z)) — JyP(f(y), y) pole tuletatav. Oletame vastuvaiteli-
selt, et toodud valem on tuletatav. Siis peab vastavalt Herbrand’i teoreemile olema tule-
tatav selle valemi mingi Herbrand’i arendus &; P(t;, f(t)) — V;P(f(u;),u; ), kus ¢; ja
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u; on termid. Selline tuletus peaks aga Ioppema aksioomidega kujul, kus
P(t, f(t)) = P(f(u),u), mille korral t = f(¢). See pole aga voimalik ja seega ei saa
ka lahtesekventsi tuletada.

Jareldus 5. Sekvents kujul
Vz,Ai(zy), ... Ve, Alz,) — F2,B1(y,),--- 3y, Bm(y, )
on tuletatav parajasti sits, kui on tuletatav tema mingt Herbrand’i arendus

At Ao Anltne,) — Bilun).oo ., Bon(ty,)-

5.2. Skolemiseerimine

Definitsioon4. Kaks sekventsi on deduktiivselt vordsed, kui the tuletatavusest jareldub
teise tuletatavus ja vastupidi.

Teoreem 3. Sekvents VedyA(z,y) — G on tuletatav parajasti siis, kui on tuletatav
sekvents Ve A(z, f(z)) — G, kus f on uus funktsioonisimbol ja G suvaline valem.

Téestus. (Tarvilikkus).

Eeldame, et sekvents Yz3yA(z, y) — G on tuletatav, s.t. leidub vastav tuletuspuu
D. Sekventsi Ve A(z, f(z)) — G tuletus on siis konstrueeritav 15ikereegli abil:

-9 DxA(x, f(x), Ala f(a)).T - OyA(a, y)

OxA(x, f(x)) - OyA(a,y) P
(- 0)

OXA(x, f(x)) - OxOyA(x,y) OxOyA(x,y) — G

XA, F(X) - G

(Piisavust siinkohal ei tdesta).

Viimati vaadeldud teoreem lubab antetsedenti kuuluva valemi algusest ihe eksis-
tentsikvantori ”ara jatta”. Rakendades toodud teoreemi korduvalt, voib iga valemi
sekventsi antetsedendis viia kujule, kus kasutatakse vaid uldsuskvantoreid. Iga elimi-
neeritava eksistentsikvantori jaoks tuuakse valemisse uus k-kohaline funktsioonisimbol
f, kus k on lahtevalemis antud eksistentsikvantorile eelnevate uldsuskvantorite arv.
Eksistentsikvantoriga seotud muutuja asemele substitueeritakse aga valemisse term
flz1, ..., 25), kus 21, ..., z, on eelnevate iildsuskvantoritega seotud muutujad. Valemi
muutmist sekventsi antetsedendis kirjeldatud viisil nimetatakse valemi skolemiseerimi-
seks (teisendust uurinud Rootsi loogiku Th. Skolemi nime jargi).

Naiteks sekventsi

FzVyYzJudtYr(P(a, z, f(2)) = Q(u,y, f(t),7)) — G
skolemiseerimisel saadakse
YyVzVr(P(a,b, f(2)) = Q(g(v, 2),y, f(h(y, 2)),7)) — G.
(PShjendage viimase teisenduse vastavust eelpool toodud teoreemile!)

Jareldus 6. Sekventsid A — G ja S[A] — G, kus S[A] tdhistab valemi A skolemisee-
rimise tulemust, on deduktiivselt vordsed.
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5.3. Herbrand’i teoreemi tildjuht

Teoreem 4. Sekventsid — JxVyA(z,y) ja — JzA(z, f(z)) on deduktiivselt vordsed.
Téestus. (Tarvilikkus).

Kasutades loikereeglit saab ehitada jargneva tuletuse. Eeldatakse, et D on sekventsi
— JaVYyA(z, y) tuletus.

b OyOxA(X, y), IXA(x, f(x)) - Ox(x, f(x))

(0-)
~ OyIXA(X, y) OyOxA(X, y) - O0x, f(x))

- IXA(x, f(x))

(Piisavus).

Ulesanne8. Nididata, et sekventsid —(3zA(z, f(z))) — ja Yz(-A(z, f(z))) — on
deduktiivselt vordsed.

Vastavalt tuletusreeglile (- —) ja viimase iilesande lahendusele on deduktiivselt
vordsed sekventsid

— JzA(z, f(z))

ja
Ve-A(z, f(z))) — G.
Teoreemi 3 pohjal on siis tuletatav ka sekvents
VzIy(~A(z, ) —
Harjutuse ja reegli (- —) pohjal on viimasega deduktiivselt vordsed sekventsid
—JzdVyA(z,y) —
ja

— JaVyA(z, y).

Sekventsi suktsedendis oleva valemi skolemiseerimine on antetsedendi skolemiseeri-
mise duaalne operatsioon: elimineeritakse uldsuskvantorid, kusjuures nende asemele tu-
uakse uued funktsioonisuimbolid. Sekventsi, mille antetsedent ja suktsedent on skolemi-
seeritud, oeldakse olevat skolemi: normaalkujul. Teoreemidest 2 ja 3 jareldub, et iga
sekvents on deduktiivselt vordne om skolemi normaalkujuga. Kuna skolemiseerimise
tulemusena saadakse sekvents kujul (8), siis kehtib iildjuhul ka teoreem 1.

Kokkuvéttes saab iga valemi viia kujule, kus kvantorid on valemi ees (tdestada
vastavad tileminekureeglid!):

Qlula"~ aQnunMa (10)

kus @4,...,@, on kvantorid, uq,...,u, on muutujad ja M valem, milles ei sisaldu
enam kvantoreid. Iga valemit (10) saab skolemi méttes normaliseerida ning seejarel
konstrueerida tema Herbrand’i arendusi. Neid arendusi nimetatakse ka lahtevalemi
Herbrand’i arendusteks. Vastavalt eeltoodule kehtib uldine Herbrand’i teoreem.
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Teoreem 5. Sekvents I' —> A on tuletatav parajasti sus, kui leidub tema tuletatav
Herbrand’i arendus.

Naide 16. Kas valem JzVy(—P(z) V P(y)) on teoreem?
Viime sekventsi — 3I¥y(—P(z) vV P(y) normaalkujule:
— Jz(=P(z) v P(f(2))).
Normaalkuju on tuletatav, kuna on tuletatav tema Herbrand’i arendus

(=P(0) V P(£(0))) V (=P(f(£(0)))). (Vt. ka niide 13).
O
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6. Resolutsioonimeetod

Tga predikaatarvutuse (lausearvutuse) valem A on viidav nn. disjunktiivsele nor-
maalkujule A = B; V By V...V By, kus osavalemid B; on atomaarsete valemite kon-
Jjunktsioonid: B; = L;, &L;, & .. .&Linl . Literaalideks nimetatavad ”tegurid” L;; on kas
atomaarsed valemid (A4, B, ..., P(z),Q(z,y), ...) véinende eitused (=A, =B, ..., ~P(z),
-Q(z,y),...). Eitusmargiga algavat literaali nimetatakse negatiivseks, ilma eitusméargita
literaali aga positiivseks literaaliks.

Lihtsaim viis valemi teisendamiseks disjunktiivsele normaalkujule on kasutada sama-
susi:

A= B« -AVB (11)
A&(C'V D) < (A&C) V (A&D) (12)
~(AV B) <= (~A&~B) (13)
~(A&B) <= (=AV -B) (14)
A A (15)

Ulesanne9. Téestage samavddrsused (11) - (15).

Ulesanne 10. Toestage, et juhul kui valemid E ja F on samavddrsed (F <= F on
tuletatav), on sekventsid I' — A, Alx := E] ja I' — A, Alx := F| deduktiivselt
vordsed.

Seostest (11) - (15) ning tlesande 10 lahendusest jareldub, et valemiga A (s.t.
sekventsiga — A) on deduktiivselt vérdsed jargmised sekventsid:

— B1 V...V By
—(B1V...VBy) —
-Bi& ... & By —

=By,...,7 By —
_'(Lh&"'&Llnl"" ’_'(Lkl&"'&Lknk) —
Dl,... ,Dk —

Literaalide disjunktsiooni D; = =L;, V...V _‘Linl nimetatakse disjunktiks.

Jareldus 7. Igale valemile A saab vastavusse seada disjunktide hulga D 4, mis on vas-
tuoluline parajasti suis, kur A on tuletatav.

Naide 17. Leida valemile A = (p = ¢) = (—p = —¢) vastav disjunktide hulk D,.

Viime valemi A disjunktiivsele normaalkujule, kasutades valemi jargmisi vaheku-
jusid:

—(p=4q) V(P = —9) (seose (11) abil)
=(=pVq) V (=pV g) (seose (11) abil)
(==p&—q) V (==p V —q) (seose (13) abil)

(seose (15) abil)

(p&—q) V (pV —9)
(p&—q) VpVq
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Jarelikult on sekventsiga — A deduktiivselt vordne sekvents
~(p&—q), —p, =g —,
mille lihtsustamisel vastavalt seostele (14) ja (15) saame ekvivalentsse sekventsi
pVq Tpg .

Seega on otsitav disjunktide hulk D4 = (=p V q, —p, q).
O
Valemile vastava sekventside hulga saab koostada ka asendusvotet kasutades, s.t.
tuues sisse uusi muutujaid. Nimetatud votet illustreerib jargmine naide.

Naide 18. Leida valemile ((¢ = b) = a) = a vastav disjunktide hulk, mis on
vastuoluline parajasti siis, kui lahtevalem on tuletatav.

Votame kasutusele uued muutujad z, y ja z, mis tdhistavad valemi ((¢ = b) =
a) = a osasid, s.t nad on ekvivalentsed valemi teatud osadega:

z < (a = b);
Yy <= (r = a);
z <= (y = a).
Toodud asenduste tulemusel vastab muutuja z kogu valemile
(e =b) = a) = a.
Seose (11) abil véib toodud samasused teisendada disjunktideks:
valem z <= (¢ = b) on samaviirne kolme disjunktiga:
—zV-oaVhb aVz =bV x;
valem y <= (z = a) on samaviine kolme disjunktiga:
—yVzVa zVy —aVy;
valem z <= (y = a) on samavaarne kolme disjunktiga:
-z V-oyVa) yVz —aV z.

Koigi loetletud 9 valemi konjunktsioon on tuletatav parajasti siis, kui valem z on
tuletatav. Selleks et saada tuletatava valemi jaoks vastuoluline disjunktide hulk, lisame
veel valemi —z. Jarelikult voib disjunktide hulga D, esitada kujul

D, = (-z, naV-aVb, avz, =bVe, ~yV-zVa, xVy, -aVy, zV-yVa, yVz, aVz).
O

Ulesanne1l. 1. Niidata, et x <= p&q asendusele vastav disjunktide hulk on (—z V
p, "z Vg, "pVgVa).

2. Ndidata, et ¥ <= pV q asendusele vastav disjunktide hulk on (—zVpVyq, -pV
z, "qVaz).

3. Ndidata, et ¥ <= —p asendusele vastav disjunktide hulk on (—x VvV —p, -z V p).
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Disjunktide hulga D4 vastuolulisuse toestamiseks voib kasutada jargmist resolut-
siwoonireegliks nimetatavat tuletusreeglit

AV L -L vV B
AVB

Resolutsioonireegel on kooskolas predikaatarvutuse tuletusreeglitega, kuna sekvents
AVL, =LV B— AV B on tuletatav (Kontrollige!).

Tahistagu avaldis X - C' asjaolu, et disjunkt C' on tuletatav disjunktide hulgast X
ning loogilistest aksioomidest (disjunktidest, mis sisaldavad literaale I ja = L) resolut-
sioonireegli (Rp) abil.

(Rp)

Teoreem 6. Olgu D4 valemile A vastavate disjunktide hulk. Valem A on teoreem para-
jasti siis, kut Dy & 0, kus O tdhistab tihja disjunkti.

Toestus.

Eelnevas nagime, et hulk D4 on vastuoluline parajasti siis, kui sekvents — A on
tuletatav. Seega on valem A teoreem parajasti siis, kui on tuletatav sekvents Dy —>.

Naitame, et leidub tiksiithene kujutus, mis teisendab sekventsi X,Y — Y tuletuse
resolutsioonimeetodil teostatud tuletuseks X F =Y V Y’ kus X on disjunktide hulk,
Y ja Y’ on literaalide nimistud ja =Y V Y’ on disjunkt, mis sisaldab vaid nimistu Y
elementide eitusi ning nimistu Y’ literaale ja ainult neid. Sellest tulemusest jareldub
teoreem 5, juhul kui Y ja Y’ on tiihjad nimistud.

Sekventsi X, Y — Y’ tuletus saab sisaldada vaid sekventse kujul X1, 7 — 7’ kus
X1 on disjunktide hulga X alamhulk ja Z ja 7’ on aatomite loetelud. Asendame koik
selliste sekventside tuletused resolutsioonimeetodil teostatud tuletusega X; F -2V Z'.
Asenduse korrektsuse toestame induktsiooni abil:

Baas. X1 = (. Siis peab sekvents Z — Z' olema aksioom, kuna ainult aatomeid
sisaldavaid sekventse ei saa enam lihtsustada. Jarelikult sisaldavad 7 ja 7' vihemalt
ithe tihise valemi ning disjunkt 7’ V =7 on resolutsioonimeetodi jaoks aksioom.

Samm. Oletame, et X1, Z — Z' ning Xy F =2 V Z' on samaaegselt tuletatavad,
kui hulk X sisaldab vahem kui k elementi. Kui X, sisaldab tapselt & disjunkti, tuleb
kasitleda 2 juhtu.

Esiteks: Xy = {Ly,..., L, }UX'. Siissekventside L1, X', Z — 7', ... | Ly, X', 7 —
7' tuletatavusest jareldub tuletuste X' F =Ly V—~Z-2', ... X'+ =L, V~ZV Z' kor-
rektsus.

Seega annab jargnev teisendus korrektse tuletuse:
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AW

LX,Z2-2 L X,Z2-Z

L OL, X',Z~ Z

\ T v

L0O..0L ,, X\ Z - Z' L, 0OX,Z-2Z

LO..0OL, X,Z>2Z L, X, Z<Z

LO..0L, 0L, X, Z~ Z'

|

L,0..0L, -, 0-~20Z

L,0..0, 0-~2z0Z

L, 0L, 0-20Z ~L,,0-z0Z7

L, ,0-~2z02Z ~L,0-20Z

-~ Z07

Teiseks: X1 = {—p} U X’ korral on vastav asendus:
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X'\Z-2Z,p

-p,X,Z - Z
- p-Z0OZ'0p
-Z207

O

Naide 19. Tdestame, et naites 18 esitatud disjunktide hulk on vasturidakiv ja seega
valem ((¢ = b) = a) = a tuletatav.

aVze aVyV-x
aV -y —aVz
zV -y yVz
z -z
0
O
Valemite unifitseerimine.

Substitutsiooniks nimetame asendust kujul s = {zy := #1,...,2, = t,}, kus
xi,...,%, on paarikaupa erinevad muutujad ja t;,...,%, on termid, mis el sisalda
muutujat z;, (i=1,2,...,n).

Kui s on substitutsioon, siis E's tahistab avaldist, mis on saadud avaldisest £ koigi
vabade muutujate z1,..., 2, samaaegsel asendamisel termidega ¢1,...,¢,. Avaldist

E's nimetatakse avaldise F naiteks.
Olgu s = {z1 :=#1,...,2n :tu}jar ={y1,... ,Ym := dmm} asendused. Asenduste
s ja r kompositsioontks nimetame asendust

sor={zy :=tir,...,xn =1y, y1 :=d1, ..., Ym = dm },
millest on kustutatud elemendid, kus z; = #;r ja elemendid y; := d;, mille korral
yi € {z1,...,zn}. Asenduste s ja r korral

E(sor)=(Es)or.

Naide20. Olgu s = {z := f(y), y:=z}jar={z :=a, y :=b, z:=y}.
Kompositsioon on seega

sor={z:=f(b), z :=a} = {z:= f(b), z:=a}.
O

Definitsioon 5. Asendust s nimetatakse hulga W = {E4, ..., E,} unifikaatoriks, kui
FEys = ...= E,s. Avaldiste hulk W on unifitseeritav, kut sellel hulgal leidub unifikaator.
Asendus s on avaldiste hulga W uldiseim unifikaator, kut iga unifikaator: v jaoks leidub
asendus v, nit et v =sor.

Uldisema unifikaatori leidmise algoritm.

Vaatleme mittetiithja valemite hulga elementide simboleid alates esimesest. Fiksee-
rime positsiooni, milles avastame esimese erinevuse. Moodustame hulga, mis sisaldab
fikseeritud positsioonist algavad vahimad alamavaldised ja ainult need. Sellist avaldist
nimetame erinevuste hulgaks. Naiteks valemite hulga

W ={P(z,f(y,2)), P(z,a), Pz, g(h(k(z))))}
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elemendid erinevad alates viiendast positsioonist ja erinevushulgaks on

D ={f(y.2),a,g(h(k(z)))}.

Stumboliga e tahistame tuhja asenduse.

Algoritm hulga V ildiseima unifikaatori leidmiseks.
IN: Valemite hulk V
OUT:

1. V on/ei ole unifitseeritav;
2. S on hulga V ildiseim unifikaator.

Meetod:

Sl. k:=0; Wop:=V; sp:=c¢;
S2. if |Wg| = 1 then stop (V on unifitseeritav, s = sg);
S3.if [Wg| > 1 then Dj := hulga Wy erinevushulk;
S4.if z, € Dy, and ity € Dy and z, €t

then goto S5

else stop (V ei ole unifitseeritav, €)
S5. spy1 = sk U{zg =1tk }; Wigr = Weleg =t} = Visegr;
S6.k:=k+1; goto S2.

Teoreem 7. Ku: avaldiste hulk V' on loplik ja unifitseeritav, lopetab algoritm to6 olekus

S2.

Ulesanne12. Leida hulga W = {P(a,z, f(g(v)), Pz, f(2), f(u))} dldiseim unifikaa-

tor.

Resolutsioonireegli uldjuht on

Lv E =L'V D
(EV D)s

(R)a

kus s on valemite L ja L’ tildiseim unifikaator.
Valemite hulga X koigi vabade muutujate sidumisel uldsuskvantoriga tekkivat hulka
tahistatakse simboliga V.X.

Teoreem 8. Olgu X disjunktide hulk. VX on vastuoluline parajasti siis, kui X + 0,
kasutades reeglit (R).

Naide 21. Sekvents — JaVy(P(z)V P (y)) on deduktiivselt vordne sekventsiga Va P(z),
VYy(=P(g(y))) — (Kontrollige!).

Valemite hulga vastuolulisus on toestatav the reasolutsioonisammuga:

P(z) —P(g(y)
7 :

kusjuures kasutatakse unifikaatorit s = {z := g(y)}.

Naide 22. Toestada, et eeldustel

F1:Vz(C(x) = (W(x)&R(z))
F2:3z(C(2)&P(z))
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kehtib valem
G : Jz(P(z)&R(z)).
On vaja tuletada sekvents
Fl, F2 — G

ehk naidata, et hulk D' = {F1, F2, =G} on vastuoluline. Teisendame hulga D’ vale-
meid:

D" ={C(x) 0 (W(x)& R(x)), Ox (C(x)& P(x)), Ox= (P(x)& R(x))
‘ (teisendus (skolemi- (teisendus
impl. jaoks) seerimine) eituse jaoks)
- C(x)OW(X) C(a) = P(x)0-R(x)

- C(x)OR(x) P(a)

Jarelikult on vaja toestada jargmise disjunktide hulga vastuolulisus:

D={~C(x)OW(x), ~C(X)OR(X), C(a), P(a), =P(x)0-R(X}

( 2 3 4 (5)

<

)

Reegli (R) abil saab konstrueerida I6pliku hulga uusi disjunkte:

@ ) (2) 3) ) (5) (4)

AN/

W (a) / - C(x)0-P(x)

—|P(a

;)

- R(a)

A

Nagu naha, saab tiihja disjunkti tuletada mitmel viisil. Valemite hulga vastuolulis-
use naitamiseks piisab tihja disjunkti uhe tuletuse leidmisest. Praktikas kasutatavad
teoreemide toestamise algoritmid labivadki skeemi:
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1. leida tuletatavale sekventsile S (valemile A) vastav disjunktide hulk D := Dg
(D := Da);
2. seni kuni saab leida hulgal D uusi resolvente voi kuni pole genereeritud tihja
disjunkti, genereerida uus resolvent r ja D := D U {r};
3. kui eelmine samm I6ppes tuhja disjunkti genereerimisega, on sekvents S tuletatav,
vastasel juhul mitte.
O

Ulesanne13. (Tolliametnikud ja narkodri).

Olgu defineeritud jargmised predikaadid:

wn

(x) - ritki soitis istk x;

(z) - istkx on VIP;

() - « on tolliametnik;

() -  on narkootikumidega kaubitseja;
(z,y) - © otsis ldbi istku y.

=N

On teada, et 1ga isik, kes pole VIP, otsitakse labi:
Fr o Ve((S(2)&V(2)) = (T (y)&L(y, z)));

narkootikumidega kaubitseja vois maale padaseda vaid juhul, kui teda kontrollis narkoar:
lirge:

Fy J2(S(2)&N (2)&(Vy(L(y, ) = N(v))));
tkskr VIP ei kaubitse narkootikumidega:
F3 V(N (z) = -V (2)).
Nazidata, et lerdub tolliametnik, kes tegeleb narkootikumide veoga, s.t. tuletada sekvents

Fl, Fz, F3 — HI(T(I)&N(I‘))

Siisteem PROLOG (PROgramming in LOGic)

Programm PROLOG’is on nn. Horni lausete hulk:

A+ By,...,B, (n>=0) (16)

vol

«— By,...,Bpehk By,..., B, (17)
Horni laused esitavad vastavalt disjunkte:
(16) esitab disjunkti AV =By V...V B,
ja

(17) esitab disjunkti kujul =By V...V = B,.
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Uusi disjunkte tuletatakse PROLOG-siisteemis resolutsioonimeetodil, reegli (R)
vaste, mis arvestab Horni lausete notatsiooni, on jargmine:

Al e— 7 A X
(7,X)s «—

(18)

kus (7, X) on disjunktide hulkade 7 ja X tihend ja s on hulga (A, A’) iildiseim unifikaa-
tor.

Titpiline PROLOG-programm koosneb  véidetest (Horni laused kujul
A +— Bi,...,B,) ja eesmiargist (lause kujul «+— B). T66 tulemusena kontrollib
stisteem, kas eesmark on antud véaidete korral saavutatav, s.t. reegli (18) abil piititakse
tuletada tiihja disjunkti. Programmi valjund on yes (eesmérk on saavutatav) véi no
(eesméark pole saavutatav), millele harilikult lisatakse info kasutatud unifitseerimiste

kohta.

Naide 23. Horni lausetest
G(z,z) «— F(z,y), F(y, 2) % vanaisa reegel
F(i,a) «— % 1 on a isa

F(j,1) +— % j on i isa

saab tuletada eesmargi

«— G(j,2) % kas j-il on lapselapsi?

PROLOG-susteemis oleks tuletus jargmine:

G(x2) - F(xy),F(y,2)  ~G(j,2)

F(va)v F(y,Z) - F(],l) -
F(i,z) - F(i,a) «

s ={x=j}

s, ={y:=i}
s,={z=a}

0

Seega on silisteemi vastus yes (j-1l on lapselaps), kasutatav asendus s = sy osg0s3 =

{z := j,y := i,z := a}. Viimast tuleb seose G(z,z) +— F(z,y), F(y,z) kohaselt
interpreteerida jargmiselt: ” j-1 lapselaps on a”.

O

Ulesanne 14. Naidata, et naite 7 tingimustel i ei oma lapselaps:.
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7. Mudelite teooria

Seni vaatlesime valemite tuletamist kui suntaktilist teisendust. Kusimusele, milline on
tuletatud valemi tahendus, me seni tahelepanu ei pooranud.

Matemaatilises loogikas kasitletakse valemi tahendust interpretatsiooni moiste va-
hendusel. Valemeid voib interpreteerida erinevates keskkondades, s.t anda neile er-
inev semantika. Valemite interpreteerimise keskkonda nimetatakse loogikas mudeliks.
Interpretatsioon seob valemis esinevate indiviidmuutujatega teatud hulga H elemen-
did, funktsioonisumbolitega operatsioonid hulgal H ja atomaarsete valemitega teatud
suhteid hulga H elementide vahel. Teiste sonadega, predikaatarvutuse valemeid inter-
preteeritakse alati mingil algebralisel stisteemul.

Definitsioon 6. Algebraliseks siisteemiks nimetatakse struktuur:
U=< H; Y >=< H;F1,Fs,...;P,Ps,...>,
kus

— H on pohihulk e. kandja;

— F1,Fy,... on vastavalt ki—,ks—,... -kohalised hulgal H kinnised funktsioonid
(operatsioonid);
— Ry, Rs, ... on vastavalt l1—,ls—, ... -kohalised relatsioonid hulgal H .

Algebralise susteemi operatsioonide ja seoste tahiste hulka X nimetatakse algebrali-
se susteemi signatuuriks; korteezi 7 =< ki, ko, ... ; l1,ls,... > nimetatakse algebralise
susteemi tuubiks.

Definitsioon 7. Algebralist sisteemi, mille signatuur sisaldab vaid operatsioone (s.t.
mille titp on < ki, ka,...;>) nimetatakse algebraks. Algebralist stisteemi, mille sig-
natuuris on vaid relatsioonid (s.t. mille titip on <;ly,ls, ... > ), nimetatakse mudeliks.

Naide 24. 1. Naturaalarvude mudel < IN;; =S, P > esitab aritmeetika, mille titp
on <;2,3,3 >. Seejuures eeldatakse, et relatsioonid S ja P on antud jargmiste
definitsioonidega:

S(z,y,2) def (z4+y=2)
ja
P(z,y,2) def (zxy=2)

2. Naturaalarvude algebrasisaldab liittmise ja korrutamise operatsioonid: < IN; + *; >.
Algebra tuup on 7 =< 2, 2; >;

3. Robinsoni algebra < F(); %, + ~1:> kus kandja on iihekohaliste taisarvuliste funkt-
sioonide hulk. Operaatorid %, + ja ~! tahendavad vastavalt funktsioonde kor-
rutamist, liitmist ja poordfunktsiooni leidmist. Seega on Robinsoni algebra tuup
T=<2,2,1;>.

Definitsioon8. Hulka B C H nimetatakse susteemi U =< H,X > baasiks, kui
hulga H koitk elemendid on saadavad hulga B elementidest signatuurt kuuluvate ope-
ratsioonide abil.

Naide 25. Algebra N'= < IN, + >, kus ”+” tahistab naturaalarvude liitmise operat-
siooni, baasiks on hulk B = {0, 1}.

Robinsoni algebra baasi moodustavad ruutjaagi ja ihe liitmise funktsioonid.
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Definitsioon9. Algebralist siisteemi U’ = < H'| X > nimetatakse stisteemiU = < H,
X > alamststeemiks, kui koik signatuuri operatsioonid on kinnised hulgal H' C H.

Naide 26. Algebra /' = < IN;+ > alamalgebraks on naiteks N/ = < 2IN, + >, kus
2IN tahistab paarisarvuliste naturaalarvude hulka.

Algebraliste susteemide vordlemisel kasutatakse kujutusi.

Definitsioon10. Olgu Uy = < Hy, X1 > ja Uy = He, Yo > algebrad. Kujutust
Uy — Us

nimetatakse morfismiks, kut ¢(hq) € Hy ja ¢(f1) € Fa iga hy € Hy ja f1 € Fs korral.

Definitsioon11. Ukstihest homomorfismi nimetatakse isomorfimiks.

7.1. Naiteid klassikalistest algebralistest stisteemidest

Naide 27. Poolrithm on algebra tiitipi < 2; >, mille ainus operatsioon @ on assotsia-
tilvne.
Sama formaalselt: algebra f = < H;® > on poolrihm, kui Vo € H, Vy € H ja
Yz € H korral kehtib seos
r®(yPdz)=(xDdy) &z (assotsiatiivsuse omadus).

Poolriithmas leiduvad vasak- ja parempoolsed neutraliseerivad elemendid n, ja np,
kui Vz € H korral kehtivad seosed n, Dz =z jax ®np, = z.

Teoreem 9. Kui poolrihmas on neutraliseerwad elemendid n, ja np, sits nad on theselt
mddratud ja n, = n,.

Naide 28. Rithm on taiendelementidega poolrihm tutibiga < 2, 1;>. Seega rithm on
algebra < H;#*,~>, nii et kehtivad seosed

Ve,yz€ H xzx(yxz)=(zxy)*z
Ve,ye H g (yxz)=w=(r*xy)*y
Teoreem 10. Igas rihmas leidub neutraliseeriv element.
Rihma nimetatakse kommutatiivseks e. Abeli rihmaks, ku: kehtib seos
Ve,ye H z+xy=yx*z.

Naide 29. Ring on Abeli riithm, milles lisaks riihmaoperatsioonile on kasutusel veel
teinegi kahekohaline operatsioon, mis osutub rihmaoperatsiooni suhtes distributiivseks.
Seega ring on algebra R = < H; 4+, *,~> tuupi 7 =< 2,2, 1; >, nii et kehtivad seosed

— assotsiatiivsus:
Ve,yz€ H z4+(y+z2)=(x+y) +=2
Ve,ye H g+ (y+e)=z=(x+y)+7
— kommutatiivsus:

Ve,ye H z+y=y+z=z
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— distributiivsus:
Ve,yz€ H zx(y+z)=(zxy)+ (zx2)

Naide 30. Korpus on ring, mille nullelemendist erinevad elemendid moodustavad
molema operatsiooni suhtes rithma. Seega korpus on algebra X = < H;+,*,~,'>
tuupt 7 = < 2,2, 1, 1;>, nii et kehtivad seosed

— assotsiatiivsus:
Ve,yz€ H z+4+(y+z2)=(x+y) +=2
Ve,ye H g+ (y+a)=z=(x+y)+7
Ve,yz€ H zx(y*xz)=(z*xy)*z
Ve, ye H YVrx(yrxz)=o=(zxy)xy
— kommutatiivsus:
Ve,ye H z4+y=y+=zx
— distributiivsus:

Ve,yz€ H zx(y+z2)=(z*xy)+ (zx2)

Naide 31. Vore on algebraline siisteem tiitipi < 2, 2; >, mille mélemad operatsioonid
on idempotentsed, kommutatiivsed ja teineteise suhtes distributiivsed. Seega kehtivad
vore V = < H;+,* > korral jargmise seosed:

— idempotentsus:
Vee H z+z+z
Vee H zxx==2x
— kommutatiivsus:
Ve,ye H xz4+y=y+=zx
Ve,ye H z*xy=yx*zx
— assotsiatiivsus:
Ve,yz€ H z+4+(y+z)=(x+y) +=
Ve,yz€ H zx(y*xz)=(z*xy)*z
— distributiivsus:

Ve,ye H z+ (zxy) ==

Ve,ye H zx(z+y) ==
Taiendelemendiga vore e. Boole’t algebra on vore, millel on tiks lisaoperatsioon koos

kahe taiendava tingimusega. Boole’i algebra B = < H;+, %,/ > tilipon < 2,2, 1; > ning
kehtivad seosed:
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— idempotentsus

Vee H z4+z==x

Vee H z+xzxz==x

— kommutatiivsus:
Ve,yeH z+y=y+z
Ve,ye H z*xy=yx*zx
— assotsiatiivsus:
Ve,yz€ H z+4+(y+z2)=(x+y) +=
Ve,yr € H zx(y*xz)=(z*xy)*z
— distributiivsus:

Ve,ye H zx(zxy) =z

Ve,ye H zx(z+y ==
— taiendelemendi omadused:

Vee H (') ==z

Ve,ye H (v4y) =2"+y

Ve,y€ H (zxy) =2+
Boole’i algebra naideteks on

— B = < {true, false}; Vv, &, -, >
— S =< P(H);U,n >, kus P(H) tahistab hulga H kéigi alamhulkade hulka ja A’
hulga A taiendit hulgani H.

7.2. Interpretatsioon

Tahistame siimboliga .4, predikaatarvutuse aatomite hulga.

Definitsioon12. InterpretatsioonZ on tihene kujutis, mis seab atomaarsete valemite
hulgale A, vastavusse algebralise susteemi elemendid M = < M; Fy,...;Rq,...>,
nut et kehtivad jargmised tingimused:

— 1gale indwiidile seatakse vastavusse element algebralise ststeemi kandjast M, s.t.
I(z) e M;

— 1gale k-kohalisele funktsioonistimbolile [ seatakse vastavusse k-kohaline operatsioon
Z(f) = g algebralise siisteemi signatuurist, nii et

I(f(z1,...,z8)) =g(ma,... ,myg) ja

my = I(z1);

— 1gale k-kohalisele predikaadisiumbolile P seatakse vastavusse selline algebralise sts-
teemi M signatuuri kuuluv relatsioon T(P) = R, et
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Asjaolu, et atomaarse valemi A € A, jaoks leiduvad algebraline siisteem M ja
interpretatsioon Z, mis rahuldavad definitsiooni 12 tingimusi, tidhistatakse M = A[Z].
Sel juhul nimetatakse stusteemi M valemi A mudeliks. Oeldakse ka, et valem A on
kehtestatav mudelil M interpretatsiooniga 7.

Laiendame nuid kehtestatavuse moiste ka teistele predikaatarvutuse valemitele:

Definitsioon13. M = A[Z],

— kui A on atomaarne valem ja leidub interpretatsioon I, mille korral Z(A) on rahul-
datud mudelil M;

— kut A= AV B ning M F A[Z] vé6i M + B[Z];

— kui A= A&B ning M+ A[Z] ja M+ B[Z];

— kui A = —A ning ei kehti M+ A[Z];

— kui A= A= B ning M F (-AV B)[Z];

— kui A =VzA(z), kui iga m € M korral on mudelil M rahuldatud T(A(z))(m);

— kui A = Jz(A(z)), kui leidub selline m € M, et mudelil M on rahuldatud
T(A())(m).

Kui valem A on kehtestatav, oeldakse, et interpretatsiooni Z korral on see valem
mudelil M toene. Seega jaotuvad fikseeritud interpretatsiooni ja mudeli korral valemid
oma vaartuse jargi toesteks ja vaarateks. Eelnevad definitsioonid annavad meetodi
valemite toevaartuse arvutamiseks.

Naide 32. Vaatleme predikaatarvutuse mudelite interpreteerimist naturaalarvude arit-
meetikas, seega mudelil N' = < IN;+, x, =>, kus tehtemérgid + ja * tahistavad vas-
tavalt liitmise ja korrutamise operatsioone ning ”=" - vordlusrelatsiooni.

I Olgu antud valem

Ii(z) = 2;
L(f) ="
Ti(g) = '+;
L(P) ==

Vastavalt definitsioonile 13 kehtib seos A = A(z)[Z1], kui leidub selline naturaalarv
m, et el ole rahuldatud tingimus 2 * 2 = m voi on rahuldatud tingimus 2 4+ 2 = m.
Niisugune olukord kehtib iga m € IN korral ja seega on valem A(z) interpretatsiooni
7, korral kehtestatav (tdene).

Samal ajal ei ole valem A(z) kehtestatav (on vaar) interpretatsiooni Z korral,
mis erineb interpretatsioonist Z; selle poolest, et seab indiviididele vastavusse teised
vaartused:

Iy(z) =5
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ja

Iy(z) = 25.

IT Olgu antud valem
B =VaVyVzYu(P(f(z,y), 2)&P(f(z,y),u) = P(z,y)).

Valem B on kehtestatav mudelil A iga interpretatsiooni korral, sealhulgas ka nende
interpretatsioonide puhul, mis on saadud Z; ja Z5 maaramispiirkondade laiendamisel
muutujaga u.

I1T Olgu antud valem
C =VaVyVz((P(f(z,y), 2)&-P(z,y) = P(g(z,y), z)).

Valem C pole kehtestatav tihegi interpretatsiooni korral.
O

Definitsioon14. Valem A on samaselt téene e. tautoloogia mudelil M, kui ta on
iga interpretatsiooni korral sellel mudelil kehtestatav (tdhistus M = A); Valem A on
tldkehtestatav (tdhistus |= A), kui ta on samaselt téene igal mudelil.

Teoreem 11. Koik prdikaatarvutuse teoreemid on tldkehtestatavad, s.t. iga valemi A

korral on avaldised F A ja |E A ekvivalentsed.

Toestus. Toestame teoreemi lausearvutuse fragmendi korral. Kogu predikaatarvutuse
kohta kaiva analoogilise teoreemi jatame siinkohal toestamata.

Olgu I' ja A loplikud valemite hulgad. Saab naidata, et jargmsied kaks vaidet on
ekvivalentsed:

(a) Kui mingi interpretatsiooni korral on toesed kdik hulga I' valemid, siis on
toene ka vahemalt ks valem hulgast A.
(b) Sekvents I' — A on tuletatav.

Viidete (a) ja (b) ekvivalentsusest jareldub ka vaadeldava teoreemi kehtivus. Nai-
tame koigepealt, et vaitest (b) jareldub véide (a). Toestus on teostatav induktsiooniga,
lahtudes sekventsi I' — A tuletuspuu sugavusest.

— Induktsiooni baas. Kui I' — A on aksioom, siis hulkadel I" ja A leidub
vahemalt uks thine valem. Seega kui mingi interpretatsioon muudab toeseks koik
antetsedendi I' valemid, siis muudab ta toeseks ka sekventsi molema poole tihise
valemi. Jarelikult kehtib vaide (a);

— Induktsiooni samm eeldab koigi tuletusreeglite ldbianaliiiisimist; vaatame siin
vaid juhtu, kui sekvents on saadud reegli (=—>—) abil.

NB! Kodune iilesanne. Tdestada teoreem teiste tuletusreeglite abil.

Niisiis, oletame, et sekvents I' — A on saadud tuletusreegli (=>——) abil. Tarvis
on naidata, et kui mingi interpretatsiooni korral on toesed sekventside I' — A A ja
I'' B — A koik vasaku poole valemid ja iks valem paremalt poolelt, siis sekventsis
I'A — B — A on toene ka tiks valem hulgast A. Interpretatsioon, mille korral
sekventsis I, B — A on toene valem hulgast A, on toene ka iiks valem tuletusreegli
(=—>) jéarelduse I'; A = B —> A suktsedendis. Jarelikult kehtib vaide (a).
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Teiseks néitame, et vaitest (a) jareldub vaide (b). Olgu I' ja A valemite hulgad, mis
rahuldavad seost (a). Moodustame sekventsi I' — A. Leiame hulga I" U A suurima
astakuga valemi ja rakendame sellele valemile vastavat tuletusreeglit ”tagurpidi”, s.o.
alt ules. Edasi kordame sama tegevust kasutatud reegli koigi eelduste jaoks. Kui seda
konstruktsiooni enam rakendada ei saa, s.t. tuletuspuud ei saa enam laiendada, on kaks
voimalust:

1. konstrueeritud puu ”16peb” aksioomidega (siis kehtibki vaide (b));

2. konstrueeritud puus on lopptipp I/ — A’ mis pole aksioom. Naitame, et voimalus
2. tegelikult kunagi ei realiseeru. Oletame vaitevastaselt, et I — A’ pole aksioom,
s.t. I'"'NA’' = . Viimase seose korral on voimalik leida interpretatsioon, mille puhul
koik valemid hulgast I'" on toesed ja koik valemid hulgast A’ vaarad. Kui nii, siis
saab analoogselt toestuse esimese osaga naidata, et sama kehtib ka toestuse koigi
nende solmede jaoks, mis asuvad toestuses teel tipust I — A’ puu juureni.
Teiste sonadega - koigi sellele teele jaavate sekventside I — A" korral osutuvad
antetsedentide koik valemid toesteks ja suktsedentide koik valemid vaarateks. Sama
peab kehtima ka puu juure I' — A kohta, mis on aga vastuolus eeldusega (a).

O
Viimasest teoreemist voib teha kaks lihtsat jareldust.

Jareldus 8. Igal mittevastuolulisel valemite hulgal leidub mudel.

Jareldus 9. (Godeli teoreem predikaatarvutuse tdielikkusest). Kui valem A on samaselt
toene, sus ta on teoreem.

7.3. Formaalsed teooriad

Praktikas kasutatakse loogilise arutluse kaigus arvutusi, kus osa funktsioonisuimboleid
ja predikaate omavad kindlat tahendust, ning kaht liiki aksioome:

1. loogika aksioome;
2. spetsiifilisi aksioome, mis valjendavad vaadeldavale ainevaldkonnale omaseid pos-
tulaate.

Seetottu on igas arutluses kasutatavad samaselt toesed loogika valemid ja need
valemid, mille kehtivus jareldub spetsiifilistest aksioomidest.

Definitsioon 15. Valemite hulka T', mis on kinnine tuletatavuse relatsioont suhtes,
nimetatakse teooriaks.

Teooriat nimetatakse aksiomatiseeritavaks, kui leidub loenduv hulk I' C T, nii et
iga valemi X € T korral I' - X. Hulga I" elemente nimetatakse vastava teooria (spet-
siifilisteks) aksioomideks.

Olgu M mingi algebraline siisteem. Th(M)-iga tdhistame valemite hulka, mille
elemendid valjendavad etteantud interpretatsiooni korral koiki sisteemi M toeseid
vaiteid ja ainult neid. Teooria T on mudelil M taielik, kui ta on ekvivalentne teooriaga
Th(M).

Taielikus teoorias on tuletatav kas valem A voi tema eitus.

Taieliku teooria naitena voib vaadelda lausearvutust, mis on Boole’i algebra taielik
teooria (ka hulgateooria on Boole’i algebra taielik teooria). Téielikud aksiomatiseerita-
vad teooriad on olemas paljudel algebralistel susteemidel: rihmateoorial, ringide teoo-
rial, jarjestusega korpuste teoorial jne. Taielikke aksiomatiseeritavaid teooriaid omavate
valdkondade kohta saab pohimotteliselt koiki vaiteid toestada automaatselt.
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Naide 33. Naturaalarvude aritmeetika aksiomaatiline teooria Ag. Kasutatakse indi-
viidkonstanti (0), kahekohalisi vérdlusrelatsioone (< ja =), kahekohalisi liitmise ja
korrutamise tehteid (+ ja #) ning iihekohalist jirgmise naturaalarvu leidmise funkt-
siooni (s).

Teooria Ag aksioomid:

S © XN W=
8
*
[V2)
—
<
=
I
—~
8
*
<
=
+
8

—_

O

Teoreem 12. (Gédeli teoreem aritmeetika mittetdielikkusest). Iga aksiomatiseeritav
Teooria T, mis sisaldab teooria Ag, on muttetaielik.
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8. Modaalloogika

Modaalsus on loogika, lingvistika ja filosoofia kategooria, mis iseloomustab vaidete ja
otsustuste tdesuse maara. Vaide voib olla paratamatult téene (alati kehtiv), véimalikult
toene, juhuslikult toene (statistiline toesus) jne. Modaalloogika on loogika haru, milles
osa vaiteid kasitletakse modaalsetena. Naiteks loodusseadusi valjendavatest aksioo-
midest loogilise arutlusega (s.t. predikaatarvutuse tuletusreeglite kasutamise teel) saa-
dud vaited loetakse paratamatult kehtivaiks. Enamik iihiskondliku olemise kohta kaivad
vaited aga kehtivad vaid osaliselt voi tokestatud ajaintervalli jooksul. Enamasti tuleb
aga tunnistada, et see voi teine nahtus toimus hoopis juhuslikult, s.t. samade tingimuste
korral oleks voinud juhtuda hoopis midagi muud.

Vanim modaalloogika siisteem parineb Aristoteleselt. Esimesed formaliseeritud mo-
daalloogilised arvutused esitas 1902. aastal inglise loogik C. Lewis. Hiljem on modaal-
loogikat arendanud G. Wright, J. Lukasiewicz jt. Tanapaeval puudub tuhtne modaal-
loogika teooria.

Modaal- ja klassikalise loogika tuletusmehhanismidel pole pohimotteliselt erinevust.
Molemal juhul ehitatakse formaalsed teooriad tles etteantud spetsiifilistest ja loogilis-
test aksioomidest lahtudes, kasutades loplikku arvu tuletusreegleid.

Enamasti on modaalloogika keel klassikalise loogika keeltega vorreldes taiendatud
nn. modaalsusoperaatoritega O (paratamatuse operaator) ja < (voimalikkuse operaa-
tor). Enamikus modaalloogika arvutustes on nimetatud operaatorid duaalsed, s.t. iiks
nimetatud operaatoritest on valjendatav teise kaudu vastavalt seosele

0A =-0-A.

Vaatleme allpool moningaid modaalloogilise lausearvutuse naiteid.

8.1. Modaalse lausearvutuse keel
a) tahestik:

— ladina vaiketahed a, b, ¢, ... (elementaarsete toevaartuslike lausete e. proposit-
sioonide tdhistamiseks);

— loogikaoperatsioonide méargid -, V, &, ==, 0 ja <;

— tmarsulud ().

b) valemid (metatahistena kasutame valemite esitamiseks ladina suurtahti):

— koik ladina vaiketahed on valemid;

— kui A on valem, siis on valemid ka (A), =4, CA ja OA;

kui A ja B on valemid, siis on valemid ka AV B, A&B ja A — B;
— rohkem valemeid ei ole.

Koigepealt vaatleme Lewise formaalseid modaalloogika siisteeme S1 - Sb.
Arvutus S1.

Aksioomid:

OA, kui A on tuletatav klassikalises lausearvutuses;
0O(0A = A);

0(0(A = B)&0O(B = (C)) = 0(A = C);

O0A = =04

-0-4 = CA.

O L =

54



Tuletusreeglid:

0(A = B) O(B= A)
0(0A = 0OB)

Lewise ulejaanud modaalarvutused on saadud siisteemile S1 aksioomiskeemide lisami-
se teel:

Arvutus S2: S1+ {0(0A4A — O(AV B))}

Arvutus 83: 52 + {0(0A = B)) = 0O((CA = 0OB))}
Arvutus S4: S3 + {O(0A — 0O0OA)}

Arvutus S5: 5S4 + {0(4A = 0CA)}

Kuna uute arvutuste sissetoomisel lisati uusi aksioomiskeeme, siis on ilmne, et kui
valem A on tuletatav arvutuses S, siis on ta tuletatav ka koigis arvutustes S;, kus
Jj>1.

Teine modaalloogika tuntud arvutuste siisteem lahtub aksioomidest

. A, kui A on tuletatav klassikalises lausearvutuses

. 0(A= B) = (0A=0B)

L 0A —= =04
04 = OA

N R

ning tuletusreeglitest

Viimatikirjeldatud arvutust tahistatakse tavaliselt kui Arvutust K. Selle arvutuse
laienditeks on

Arvutus T: K + {0A — A}
Arvutus B: T+ {A = 0OCA} - Brouweri aksioom.
Vaide. Arvutus S4 on ekvivalentne arvutusega 7'+ {0A — OOA}.

Analoogiliselt klasikalise loogikaga saab modaalloogikat laiendada ka predikaatarvu-
tuse juhule.
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Modaalloogika arvutusi saab esitada ka sekventsiaalarvutustena. Sekvents esitatakse
kujul

rts A

kus I" ja A on valemite hulgd, & naitab sekventsi koosseisu kuuluvate valemite ”modaal-
suse taset”. Aksioomideks on sekventsid kujul

A5 A A,

Jargnevas tuuakse arvutuste S2" tuletusreeglite stisteem. Valem A on tuletatav
arvutuses S2" parajasti siis, kui tuletusreeglite abil on tuletatav sekvents

N
niiet [ < n.

Modaalloogika arvutuste S2" tuletusreeglid (sekventsiaalvariant):

kus

r2sa A AT 5 A
(n—) (=)
AT — A I'— A —-A
A B, T 55 A risaaAartsanm
(& —>) — k (—> &) maar(k’ k2) ’
A&B, I' = A TR A A&LB
k1 k2 k
Al —=>A B, I'—= A I'— A AB
(\/ —)) maz(ky,k2) (—> \/) k
AVB, T "7 A %3 A AVB
k1 ko k
I' — A A BT — A AT — A B
(:> —>) maz(ky,k2) (—> :>) k
A= B, I 337 A I'—A A— B
k k
AT — A I'—AA
0—) —— (—0) =
OA, I'— A Ol — oA, OA
AT — A I'— A A
(©—) — (— 0) —
oA, O — oA I'— A oA

AN R B NV

(cut)

I maz(ky,k2
b)

Y

k,_{k+1,kuiF:A:0v61k>0

0, vastasel juhul



Naide 34. Valem (OOp)&O(p = —¢)) = —0Oq on tuletatav arvutuses S2.

Ax: pqf-q
A pqll-p p.g,~qf- E; :))
p, p0-q qIf- ()
op,0(p0 ~q), Oqf- (O0-)
Oop, O(pO ~q), OqD - (& =), (= =)
(00p)& C(p0 ~q) TP~ - g (- 0)

19~ (Qop)& O(p0 ~q)0 - Oq

O
Naide 35. Valem (OCOp)&O(p = —q)) = <q pole tuletatav arvutuses S2.
pP-q (pole aksioom)
AX p-0gp p-0- Eiﬁ))
p. pU -Qq-q
( =)
p. O(pO -q)-qg @)
Op, O(pO -q)-q & -)
(00 p)& O(pO -a) - 0q . 0)
O

Teoreem 13. Modaalloogika arvutuste vahel kehtivad jargmised ekvivalentsiseosed:

a) S2' = S2;
b) 52 = T.

Vastavalt sellele teoreemile voib arvutuses T toestuste koostamisel kasutada arvu-
tuse S27 tuletusreegleid sekventsi astakuid arvestamata.
Arvutuse S4 sekventsiaalavariandi saame, kui asendame arvutuses T tuletusreeglid

(— 0O) ja (& —) uutega:
(— ) al' — oA A
ar' — oA, 04
ja
AOT — oA

(© =) a5r S a
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8.2. Modaalarvutuse semantika

Modaalloogika mudelina kasutatakse struktuuri M = (W, V, R), kus

— W on maailmade hulk (universum);
— V on vdartustus, s.o. funktsioon

V, LxW — B,

mis seab koigi lausemuutujate hulgale L ja universumile W vastavusse elemendi
Boole’i algebra kandjast

B = {true, false};
— RC W x W on binaarne relatsioon universumil W.

Piltlikult voime enesele ette kujutada universumi kui maailmade (algebraliste siis-
teemide) stisteemi. Universumis esinevad objektid véivad litkuda erinevas arengustaa-
diumis olevate maailmade vahel. Maailmade w; ja wy vahel kehtib relatsioon R, kui ob-
jektid voivad maailmast w; litkuda maailma wy. Objektide kohta kaivad vaited voivad
ihtedes maailmades olla tdesed (true), teistes aga vaarad (false).

Vaartustust V laiendatakse koigile valemitele vastavalt jargmistele reeglitele:

— V(—A, w) = true parajasti siis, kui V(A, w) = false;

— V(A V B,w) = true parajasti siis, kui V(A, w) = true véi V(B,w) = true;

— V(OA,w) = true parajasti siis, kui V(A, w') = true iga maailma v’ € W mille
puhul R*(w, w');

— V(CA, w) = true parajasti siis, kui V (A, w') = true vihemalt tihe maailma korral,
mille puhul R*(w, w').

R* tahistab relatsiooni R transitiivset-refleksiivset sulundit. See tahendab, et
(w,w'") € R* parajasti siis, kui leidub maailmade jada w = wy, wae, ..., wy = W',
kus k > 0 jaiga j € {1,2,...,k— 1} korral (w;, wjy1) € R.

Erinevate modaalarvutuste korral on mudelis M = (W, V, R) maailmade ”arenemise
relatsioon” R erinev. Niiteks arvutuse S5 korral (w, w’) € R iga kahe maailma w, w' €
W puhul. Teisisonu, antud maailmale voib jargneda mistahes teine maailm.

Teoreem 14. Arvutus S5 on tdielik mudelil M(W,V, R), kus R=W x W.

Naide 36. 1. Kuna iga maailma w € W korral V(p V —p, w) = true, siis teoreemist
14 jareldub, et

FO(pV-p).

2. Valem Op V O-p pole kehtestatav arvutuse S5 korral.

Ulesanne15. Toestada, et ststeemis S5 kehtivad samavadarsused

a) 00A < DA
b) OCA — OA
c) OCA = CA
d) OOA «— 0OA

Jareldus10. Ulesandes 15 esitatud samasustest jareldub, et stusteemis Sb wvoib iga
valem olla vaid paratamatu voir voimalik.
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Arvutuse S4 maailmade vahel esitab relatsioon R jarjestusseose omadustega:

1. Yw € W korral (w,w) € R;
2. Yu,w',w" € W korral ((w,w') € R)&((v',w") € R) = ((w,w") € R).

Teoreem 15. Arvutus S4 on tdielik mudelil M = (W, v, R), mille korral relatsioon R
rahuldab kitsendusi 1 ja 2.

Ulesanne 16. Naidata, et arvutuses S4

— on tuletatav valem OCA <= OOOCA;
— et ole tuletatav valem O0A < OOA.

Jareldus11. Arvutuses S4 voib valemil A olla 6 erinevat modaalsust:

04, 0OO0A, 0OOOA,
OA,  oOA, OOCOA.

8.3. Seos modaalarvutuse S5 ja klassikalise predikaatarvutuse
vahel

Definitsioon 16. Predikaatarvutuse valemit nimetatakse pseudomodaalseks, kui tema
tga alamvalem sisaldab dlimalt the vaba muutuja.

Naide 37. Jargnevatest valemitest on A pseudomodaalne, B ja C aga mitte:

( (( )) (()))&Vy(ﬁP(y)&ﬂQ(y)&HU(P(U) vV Q(u)));

Pz) vVzP(z)VQ(y).
O

Igale pseudomodaalsele predikaatarvutuse valemile saab vastavusse seada modaal-
arvutuse valemi A™°¢ kasutades jargmist transleerimisskeemi.

1. Uldsuskvantor Yz asendatakse paratamatuse operaatoriga O (séltumata sellest,
millise muutujaga antud kvantor seotud on).

2. Eksistentsikvantor Jy asendatakse véimalikkuse operaatoriga & (sdltumata sellest,
millise muutujaga antud kvantor seotud on).

3. Iga valemis A esineva predikaadi P jaoks voetakse kasutusele lausemuutuja p
ning predikaatarvutuse aatom P(z,y,...) asendatakse vastava lausemuutujaga p
(predikaadi argumendid jaetakse lihtsalt dra).

4. Koik iilejadnud valemis A esinevad siimbolid kirjutatakse valemisse A™°? {imber
muutmata kujul.

Naide 38. Niites 37 esitatud pseudomodaalsele valemile A vastav modaalne valem on

AT = (pV q)&D(—p&q&O(p V q)).
O

Teoreem 16. Pscudomodaalne predikaatarvutuse valem on tuletatav parajasti siis, kui
arvutuses S5 on tuletatav valem A™Y.

Nii nagu predikaatarvutuse korral saab ka modaalarvutuste puhul naidata, et kui
valem on tuletatav loikereeglit kasutades, siis on ta tuletatav ka loikereeglit kasutamata.
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8.4. Modaalloogika mudel: temporaalloogika

Modaalloogikal on oluline roll teoreetilises informaatikas, kus teda kasutatakse prog-
rammide korrektsuse toestmiseks. Modaalsusi interpreteeritakse enamasti jargmiselt:

O — alati;

<& — monikord.

Arutlusse programmi kohta tuuakse sisse ajadimensioon ja avaldist OA interpre-
teeritakse nii, et vaadeldud hetkest alates alati kehtib vaide A, ja avaldist CGA nii,
et aegajalt kehtib vaide A. Arusaadavalt on tegu teineteise suhtes duaalsete modaal-
sustega, sest kehtib seos A = —(0OA).

Mitmetes kasitlustes kasutatakse lisaks nimetatud pohimodaalsustele veel operat-
sioone: .

o — jargmine;

U — kuni.

Avaldisi oA ja AU B interpreteeritakse vastavalt kui ”jargmisel ajahetkel kehtib
A” ja "seni kehtib A, kuni hakkab kehtima B”. Sellist spetsiifiliselt interpreteeritavat
modaalloogikat nimetatakse temporaalloogikaks.

Lausearvutusliku temporaalloogika valem on:

— iga lausemuutuja p;
— p&q ja —p, kui p ja ¢ on valemid;
— p&q ja op, kui p ja ¢ on valemid.

Ulejéiéinud valemeid voib vaadelda kui teatud lihendeid teistest lausetest:

pVq...~(=p&—q)

p=— ... pVyq

p=...(p = 9)&(¢ = p)

true ...pV p

false ...— true

Op...(true Up)

Op...=O(—p)

O®p...0C0p (Iopmata tihti)
O%p...O0p (peaaegu alati)
pBgq...=((-p)Uq) (p kehtib varem kui q)

Temporaalloogika aksioomid:

1. (eelnenud lithendusi véljendavad seosed)

op=-—0p
<>Oo_'p =-0%p O%-p = —|Q°°p

((=p) U q) = ~(pByg)

2. (modaalsustevahelised seosed)

p=<p Op=p
op=<p Op = op

Op = <p Op = o0p
pUqg= Op 0%p = O%p
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3. (pShimodaalsuste idempotentsus)

OOp=COp OFO®p=0®p OOp=0p OO =0%p

4. (kommutatiivsus)

oOp=<Cop

((ep) U (og)) = o(pUq)

odp=D0op

5. (I6pmatuse aksioomid)

O®p = 00Pp =0Cp =00Fp = OXOXp =0® O
O0%p=o0%p =00%p =00%p = O®0O®p = 0O%°0O%p

6. (lausearvutuse tehted ja modaalsused)

OpVq) = (Op&y)
O(p&q) = (Op&kDq)

(p&g)ur) = ((puUr)&(qur))
(pU(gvr))=((puq)V(pur))

o(pVg)=opVoq

o(p = ¢) = (op = ©q)
(OpvOq) = DO(pVyq)
Op&q) = (pV )

(pUr)V(qUr)= ((pVq)Ur
(pU (¢&r)) = ((pUg)&(pUr))

7. (monotoonsuse aksioomid)

O(p = ¢q) = (Op = Og)
O(p = q) = (op = og)
O(p = q) = (O®p = O%9)
O(p=4q) = (pUr) = (qUr
O(p=4q) = ((rUp) = (rUq))

8. (piisipunkti aksioomid)

Cp=pVolp

(pUq) =qVolp&(pUq))

Tuletusreegel:

O®(pV q) =0%pV Oy
O(p&kyq) = (O*°p&D>q)

(O®pVvDO*®q) = Box®(pVyq)
O®(p&q) = (O®p&™q)

O(p = q) = (Op = <q)

O(p = q) — (0°p = Bozx™q)

Dp = p& o Dp
(pBq) = ~q&(pBq))



Loogika aksioomide ja tuletusreeglite ” vaartuslikkust” uurib mudelite teooria, mis
omistab loogikavalemitele semantika, s.o. interpretatsiooni, mille korral saab valemite
paikapidavust vahetult kontrollida.

Temporaal- e. ajaloogikate korral kasutatakse mitmeid mudeleid, mis eelkoige eri-
nevad aja moiste erineva kasitlemise poolest. Enamkasutatav temporaalloogika mudel
kasutab nn. lineaarset aega, mille korral eeldatakse, et

— aeg on diskreetne;
— ajaarvamisel on algmoment, millele eelnevaid sundmusi ei saa vaadelda;
— aeg on tulevikus lopmatu.

Oma viidete kehtivust vaadeldakse ajateljel. Ajatelg on kolmik M = (S, L, X),
kus S on olekute hulk; z : IN — S on lépmatu olekute jada ja L : S — 247,
AP on atomaarsete lausete hulk ning L on funktsioon, mis esitab antud olekus toeste
atomaarsete lausete hulga. Ajamomentidele vastavate olekute jada esitatakse sageli
kujul = = (s% s!,...). Siimboliga X; tahistame olekute alamjada z; = (s, s't1 .. .).

Utleme, et valem p kehtib lineaaraja mudelil M = (S, L, X) ja kirjutame M, z = p,
kui p on toene jada z teatud olekute korral. Seos = on defineeritav induktiivselt:

1. z = P parajasti siis, kui P € L(sg) atomaarse lause P € AP korral;

2. z F p&q parajasti siis, kui ¢ Ep jaz | ¢;
z = —p parajasti siis, kui el kehti z | p;

3. z = (pUg) parajasti siis, kui leidub selline j, et z; = ¢ jaiga k < j korral z |= p;
z |= op parajasti siis, kui z1 | p.

Valem p on kehtestatav, kui leidub struktuur M = (S, L, X), niiet M,z |= p. Valem
p on ildkehtestatav (kirjutame |= p), kui ta on kehtestatav igal mudelil M.

Valem p on tuletatav (kirjutame F p), kui ta on tuletatav iilalloetletud aksioo-
midest tuletusreeglite abil. Tuletussiisteem on kooskolaline, kui iga tuletatav valem on
ka uldkehtestatav. Tuletussiisteem on taielik, kui iga uldkehtestatav valem on tuletatav.

Teoreem 17. Proportsionaalse temporaalloogika tuletusstisteem on mittevasturdakiv ja
taielik.

Kasitletud temporaalloogika variant baseerub lineaarsel ajal. Markigem, et kasu-
tusel on ka mitmeid teisi ajamudeleid, mis voimaldavad modelleerida arvutisusteemide
erinevaid aspekte. Aeg voib olla pidev voi nn. hargnev, s.t. erinevate paralleelselt toimu-
vate protsesside kirjeldamisel kasutatakse aja erinevat kvantimist. Monedes loogikates
on aeg ka pooratav. Osa loogikaid kasutab ajamomentide asemel ajaintervalle.
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9. Intuitsionistlik loogika

20. saj. matemaatika aluste uuringutes valitseb peamiselt kaks erinevat lahenemist:
formalism ja intuitsionism. Mdlemad suunad puuavad uletada matemaatika alustes
avastatud paradokse. Viimaseid esineb matemaatika eriharudes ning nende tekke
peamiseks pohjuseks on loplike hulkade omaduste tilekandmine lopmatutele hulkadele
(nn. hulgateoreetiline kasitlus).

Formalismi (D. Hilbert, J. von Neumann) idee on matemaatiliste teooriate for-
maliseerimine ja nende mittevasturaakivuste toestamine. Hulk teooriaid ongi aksioma-
tiseeritavad (nditeks riihmateooria, hulgateooria jt.), paraku on aga matemaatika raa-
mes ka selliseid teooriaid, mida ei saa taielikult formaliseerida. Naiteks voib tuua arit-
meetika, mille jaoks (vastavalt Godeli teoreemile) ei leidu taielikku formaalset teooriat.

Intuitsionism on formalismile teatud mottes vastandlik suund, mis peab matemaa-
tikas toeseks vaid intuitsiooniga kooskolas olevaid vaiteid. Naiteks saab inimene intui-
tiivselt aru konkreetsete naturaalarvude tahendusest, suudab konstrueerida iga natu-
raalarvu n, ldhtudes arvust n — 1(n = 0,1,2,...) voi loendades piisavalt suure (kuid
16pliku) hulga elemente. Hulki, mille uusi elemente on véimalik moodustada tokesta-
matult, nimetatakse potentsiaalselt lopmatuteks hulkadeks. K&igi naturaalarvude
hulka aga, veel enam reaalarvude hulka kui tervikut, on tunduvalt raskem ette kujutada.
Tervikuna antud I6pmatut hulka nimetatakse matemaatikas aktuaalselt lopmatuks.

Intuitsionism kui filosoofiline suund matemaatikas tunnustab vaid potentsiaalset,
mitte aga aktuaalset 1opmatust. Intuitsionistide jaoks kehtivad vaid need vaited, mille
puhul saab leida konkreetset vaidet kinnitava objekti (arvu, 16pliku hulga jne.). Kui
mingil pohjusel pole otstarbekas vastavat objekti leida (naiteks on tegu nii suure natu-
raalarvuga, et selle tileskirjutamine vétaks liiga kaua aega), peab olema antud vahemalt
konstruktsioon (algoritm) sellise objekti saamiseks. Vaite toesust kinnitavat objekti voi
tema konstruktsiooni nimetatakse ka vaite realisatsiooniks.

Intuitsionistlikus loogikas on tuletatavad vaid need vaited, mille jaoks leidub reali-
satsioon. Naiteks vaide 3z A(z) on tdestatav vaid juhul, kui saab konstrueerida muutuja
z konkreetse vaartuse # = zg, nii et A(zg) on tdene. Implikatsioonile A = B peab
vastama kujutus (funktsioon), mis leiab valemi A realisatsiooni pohjal valemi B reali-
satsiooni ning valem A = B on tuletatav parajasti siis, kui selline kujutus eksisteerib.
AV B on tuletatav vaid sel juhul, kui on leitav kas valemi A voi valemi B realisat-
sioon. Naiteks valemit AV —A ei saa lugeda seni toeseks, kui pole antud valemi A voi
tema eituse realisatsiooni. Seega ilmneb oluline erinevus klassikalise ja intuitsionistliku
lausearvutuse vahel: valem AV —A on klassikalises lausearvutuses esmaselt toene, intu-
itsionistlikus lausearvutuses ei pruugi ta alati kehtida (ja ei ole seega ka lisaeeldusteta
tuletatav). Siit tulenevalt ei kehti intuitsionistlikus loogikas ka nn. valistatud kolmanda
seadus.

Valistatud kolmanda seaduse mittekehtimine intuitsionistlikus loogikas tingib ka as-
jaolu, et el tohi kasutada vastuvaitelisi toestusi. Nii ei ole mitmed klassikalise matemaa-
tika teoreemid intuitsionistliku matemaatika seisukohalt kehtivad. Naiteks matemaati-
lise analuusi tuntud teoreem, et iga tokestatud loigus pidev reaalmuutuja funktsioon
omab sellel 16igul maksimumi. Pohjuseks on siin asjaolu, et ”kiullalt keerulise” funkt-
siooni jaoks ei leidu meetodit maksimumi leidmiseks. Teise intuitsionistide jaoks mit-
tekehtiva teoreemi naitena voib tuua jargmise von Dahleni teoreemi.

Niide 39. Teoreem 18. Leiduvad irratsionaalarvud a ja b nii, et a® on ratsionaalary.

Toestus. _Oletame, et \/?/§ on ratsionaalarv. Siis voib valida a = \/ija b= /2. Kui
2 . . .. - - . 2 .
aga \/?/ on irratsionaalarv, siis voib votta a = V2 jab= \/5\/ . Ka sel juhul on ab

ratsionaalarv:

V2
=" =t —a
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Vaadeldav toestus on klassikalises mottes korrektne, kuid pole intuitsionistlikus
mottes tldse voetav toestusena, sest tulemusena ei tea me ikkagi, millisel arvupaaril
on tegelikult teoreemis vaidetav omadus.

Koigil intuitsionistlikus toestuses esinevatel valemitel peab leiduma realisatsioon.
Seega toestustes kasutatavad tuletusreeglid peavad muu hulgas konstrueerima oma
jarelduste realisatsioonid. Seejuures voib kasutada muidugi tuletusreegli eelduste reali-

satsioone. Teiste sonadega, kui valemitest A, B,... , D on tuletatav valem F, kasutades
reeglit
AB,...D
E )
siis peab leiduma konstruktsioon f, nii et e = f(a,b,...,d), kus a,b,...d ja e on
vastavalt valemite A, B, ..., D ja F realisatsioonid.

Jargnevas esitatavad intuitsionistliku lausearvutuse tuletusreeglid tagavad oma ja-
relduste realiseeritavuse. Seega esitavad toestused thtlasi ka teoreemi realisatsiooni
e. konstruktsiooni algoritmi vastava objekti ehitamiseks. Seetottu kasutatakse sellist
loogikat programmide automaatseks siinteesimiseks: lahtudes vastavast teoreemist (prog-
rammi spetsifikatsioonist) ehitatakse teoreemi intuitsionistlik téestus, mille struktuuri
pohjal saadakse seejarel teoreemile vastav programm. Saab naidata, et sel viisil voib
konstrueerida mistahes (16plikus ajas tootava) programmi.

Intuitsionistliku lausearvutuse keel iihtib klassikalise lausearvutuse keelega.

Aksioomiskeeme on intuitsionistlikus lausearvutuses 10 (A. Heyting, 1930):

A= (B=4)

A=B) = (A= B=0)= A=10C)
A = (B = A&B)

A&B = A

A&B = B

A= AVB

B=— AVB

A=C)=(B=(C)= (AvB=0))
(A= B = ((A = —-B) = —4)
A= (mA = B)

O WO 00 ~1 O O i W N —

—_

Tuletusreeglina kasutatakse MP.

Nagu eespool deklareeritud, vastab igale tuletatavale valemile tema realisatsioon.
Realisatsioonide esitamiseks defineerime termide keele I (sisuliselt funktsionaalne prog-
rammeerimiskeel). Keel sisaldagu indiviidsiimboleid (konstante ja muutujaid) objektide
tahistamiseks. Iga indiviidsumboli jaoks olgu defineeritud ka muutuja maaramispiir-
kond. Keele L laused e. termid olgu maaratud jargmiste seostega:

— iga indiviiddsumbol z tuupi s on term,;

— avaldis t(z1,...,2,) on term tiitibiga s, kui ¢ on term tiiiibiga s1,...,s, — s ja
Z1,...,Z, on termid vastavalt tuupidega s1,...,sp;

— Az.t on term tlipi s — s, kui ¢ on term tiilibiga s ja  on termis ¢ sidumata
stimbol, mille tiitip on s’. (Seotud siimboliteks loetakse kéiki neid tekstiméirke y,
mis avaldises Ay.t esinevad termi ¢ koosseisus. Siinses tahistuses tolgendatakse koiki
seotud stimboleid muutujatena, vabad stimbolid tahistavad konstante).
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Asjaolu, et valemit A realiseerib objekt, mille konstruktsioon on maaratud termiga
t, tdhistame valemiga A(¢). Naiteks lausemuutuja p korral on teda realiseeriv objekt
- tapsemini uks objektidest, mille jaoks vaide p kehtib - tahistatav indiviiddsuimboliga.
Erijuhul, kui valem on kujul A = B, vastab talle realisatsioon f = Aa.b, kus term
b esitab osavalemi B realisatsiooni. Muutuja @ vaartusteks voivad aga olla valemi A
mistahes realisatsioonid. Seega on implikatsiooni realisatsiooniks (konstantne) funkt-
sioon f. Luhiduse mottes kasutame avaldist A :f> B tahistamaks seda, et implikat-

siooni A = B realiseerib funktsioon f. Kui viimases implikatsioonis valemid A ja B
on atomaarsed, siis saab implikatsioonile anda ka jargmise interpretatsiooni (kooskolas
eelpool esitatud tolgendusega): olgu muutuja b vadrtus arvutatav muutuja a vaartusest
funktsiooni f abil.

Intuitsionistliku lausearvutuse tuletusreeglit voib modifitseerida, naidates ara ka
konstruktsiooni, mis esitab tuletusreegli jarelduse realisatsiooni:

A= B A(a)
B(f(a))

Programmide struktuurne siintees. Praktikas kasutatakse intuitsionistlikku lause-
arvutust programmide automaatseks konstrueerimiseks toestuste struktuuri pohjal.
Enamasti kasutatakse seejuures intuitsionistlikku lausearvutuse sekventsiaalvarianti.

Vaatleme jargnevalt iiht sellistest stinteesimeetoditest, kus lausearvutuse valemites
kasutatakse vaid kaht loogikaoperatsiooni: konjunktsiooni & ja implikatsiooni —.
Seega on lausearvutuse valemid defineeritud jargmisel viisil:

— iga lausemuutuja p, ¢, r, ... on valem;
— kui A ja B on valemid, siis on valemiteks ka A& B ja A — B,;
— rohkem avaldisi ei ole.

Vajaduse korral voib muidugi kasutada ka teisi loogikaoperatsioone, defineerides
need konjunktsiooni ja implikatsiooni kaudu.
Sekvents on, nagu klassikaliseski loogikas, avaldis kujul

A,...,B—C,...,D.

Valemite tileskirjutuste lihendamiseks kasutame konjunktsiooni A1 & . . . & Ay, asemel
kirjutist A.

Loogilised aksioomid on need sekventsid, mille antetsedent ja suktsedent sisaldavad
iht ja sama valemit (aatomit). Selle tihise atomaarse valemi (lausemuutuja) realisat-
siooniks voib valida suvalise vaartuse talle vastava muutuja lubatud vaartuste hulgast.
Seega on loogilise aksioomi kuju

I, A(a) — A(a), A.

Spetsiifilised aksioomid, mis esitavad formaalse teooria teatud ainevaldkonna kirjel-
damiseks (nimetatakse ka vastava valdkonna arvutusmudeliks), on implikatsioonid
kujul

— A :f> B (arvutuslause)

Vol
— (A= B) = (C ﬁ D) (tingimuslik arvutuslause)
i [z

Arvutuslaused naitavad kasitletava valdkonna objektide vahel kehtivaid arvutatavaid
(efektiivselt realiseeritavaid) seoseid. Seejuures tingimusliku arvutuslause realisatsioon
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soltub objektide a1, ... ,ax ja b vahelisest arvutusseosest (siin on arvestatud, et objek-
tid a;,b,¢; ja d on seatud vastavusse lausemuutujatele A;, B, C; ja D.

Tingimuslikule arvutuslausele voib anda jargmise intuitiivse interpretatsiooni: ob-
jekti d vaartus on arvutatav (konstantse) funktsiooniga F, lahtudes objektide ¢; vaar-
tusest ja objektide a; ja b vahelistest soltuvustest p;. Funktsioonid p; soltuvad oma-
korda arvutusmudeli teistest arvutuslausetest ega ole uhe aksioomi raames vahetult
esitatavad. Seeparast tuleb siimboleid p; vaadelda kui funktsionaalmuutujaid (funkt-
siooni F' jaoks on need ”protseduuri” tiitipi argumendid).

Programmide struktuurse stinteesi korral kasutatavad tuletusreeglid on:

1.
— A :f> vV, I — Aa)
— - - — 3
= V(@) ="
kus @ = (a1,...,ax);
2.
I''A— B(b)
I —A— 5B
Aay...Aag.b
3.

—>(Z:¢>B):>(6:_>D) ; IA— B(b) ; ¥ —C(c)

atd N — (:> - _)’
I'Y —s D(F((Aa.b),z))

kus € = (c1,...,cx) ja (A@.b) on Aay ...Aag.b termide hulk kéigi (A = B) imp-
likatsioonide jaoks konjunktsioonis (A = B).

Programmi P sunteesimiseks, mis arvutaks muutuja z pohjal muutuja y vaartuse,
tuleb vastaval arvutusmudelil toestada sekvents

— X /\:> Y.
T.t

Kui selline tuletus on leitav, siis seda sekventsi realiseeriv term ongi otsitavaks
programmiks.

b a
Naide 40. Programmi stinteesimine kahekordse summa S = Z Z g(z,y) arvu-
y=0 «=0
tamiseks. Programmi konstrueerimiseks kasutatakse alamprogrammina eelnevalt prog-
a

rammeeritud funktsiooni sum(y, a) tihekordse summa ¢(a) = Z Z(z) = sum(7, a)
r=1

arvutamiseks.

Jargnevalt on esitatud vaadeldavat ulesannet kirjeldav arvutusmudel ja sunteesi
kirjeldav tuletus.

S:Z Z g(l‘,y)

y=o =0
b
S=> w(y) —>(Y:>W)—>(Bﬁ>5)
%2} sumip
y=o0
wy) =Y 2 H(Xﬁm)—mfxﬁwv)
7=0 sumi(p sumip
z=g(z,y) — z&Y = 7)
g
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S X&Y-2Z Y, X(x) - X

XY -

e
J

X,AY - W(sum (Ax.g(x,y),a))

_.(YDW)D(BD S

am (¢)

N———

AB - S((sum )\y sum(Ax.g(x,y),a b)))

- A& B > S

Aahb| sum(Ay.sum(A x.g(x,y),a),b)

—_—
a

Zg(x,y)
b a
Z Zg(w)
YU %=

Lemma4. Olgu F[FE] valem, mis on saadud valemist F(z) vaba muutuja z asendamisel

valemiga E. Sus on intuitsiomistlikus lausearvutuses deduktiivselt samavadrsed (%)
gargmised sekventside paarid:
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(a) ¥ — F[E]= (z = E),(F = ), Y — F[z]
(&) ¥ — FlA& ]é(x:>A),(a::>B),(A:>(B:>x)),2—>F[:c]
(=) E—>F[A:>B] (x = (A= B)),((A = B) = ), ¥ — F[z]
(V) ¥ — F[AVB]Z ( — (A= B)), (4 = z),(B=>2), Y — F[z]
( [A<= B] = (z = (A= B)),(z = (B = 4)),

(A= B)—= ((B= A) = 2),X — F[z]

Teoreem 19. Iga lausearvutuse valemile vastava sekventsi — A jaoks leidub temaga
deduktiivselt ekvivalentne sekvents Ay, ..., Ay — V, kus V on muutuja ja Ay, ..., Ag
on lihtne voi tingimuslik arvutuslause.

Teoreem 20. Iga arvutuslause, mis on tuletatav intuitsionistlikus lausearvutuses, on
tuletatav programmude struktuurse stunteest reeglite jargt ja vastupids.

Jareldus12. Programmide struktuurne stntees on taielik intuitsionistlikus lausearvu-
tuses.

Mirkus 4. Intuitsionistlik lausearvutus on ka samavairne modaalse lausearvutusega S4. (Vt.
iiksikasjalikumalt A. Grzegorczyk, ”Fundam. Math.”, 1967, V. 60, No. 2, pp. 223-231).
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