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1. Sissejuhatus

Teoreetiline informaatika on distsipliin, mis on kujunenud mitme erineva arvutitega
seotud teadus- ja tegevusvaldkonna - programmeerimise, diskreetse matemaatika, kom-
puuterlingvistika, elektroonika jms. - piirimail. Kursuse aineks on arvutiteaduse ja tark-
varatehnika mudelid ja meetodid, algoritmide ja arvutusprotsesside koige uldisemad
seadusparasused, programmide ning andmete struktuur ning semantika.

Kursuse eesmargiks on kuulajaile tutvustada:

abstraktsiooni olemust ja rolli arvutiteaduses;

— peamisi arvutuste mudeleid;

formaalset matemaatilist aparatuuri ja meetodeid analiiisimaks arvutusprotsesside
kulgu, programmide korrektsust ja efektiivsust;

— programmide konstrueerimise meetodeid.

Informaatika pohimeetod tegelikkuse tunnetamisel on modelleerimine, s.o. objektide
mudelite koostamine ja nende kasutamine. Mudel on objekt, mis on kindlas (analoogia
seose alusel) vastavuses uuritava objektiga (originaaliga). Eristatakse geomeetrilisi,
analoog- ja matemaatilisi mudeleid. Informaatikas on eelkoige tegu viimatinimetatutega.
Kuna matemaatiline mudel on alati abstraktne, saadud abstraktsiooni tulemusena, sel-
lest siis ka abstraktsiooni tahtsus informaatika aluste uurimisel.

Informaatika teoreetiliste aluste klassikaline kursus sisaldab endas jargmisi peatiikke:

— hulgateooria ja konstruktiivne loogika;

— formaalsete keelte teooria;

— rekursiooniteooria ja algoritmianaltus;

— klassikaliste andmetootlustlesannete lahendusalgoritmid.

Kuna mitmeid nimetatud kiisimustest kasitletakse meie korgkoolis péhjalikult disk-
reetse matemaatika (hulga- ja graafiteooria) ja mitmete erikursuste raames (otsimis-
ja sorteerimisalgoritmid, formaalloogika, programmide konstrueerimine), on kaesolev
kursus iiles ehitatud monevorra erinevana. Peamine rohuasetus on tehtud formaalsete
keelte teooriale, lahenduvuse ja algoritmide keerukuse kiisimustele. Tehakse ka liithike
sissejuhatus programmide semantikasse, konstrueerimisse ja verifitseerimisse. Viima-
tinimetatud valdkonna detailsem kasitlus jaab aga siiski stuudiumi lopupoole - nel-
jandaks -viiendaks oppeaastaks ning magistrioppe raames toimuvateks erikursusteks.
Teoreetilise informaatika ainetstikli terviklikuks omandamiseks on soovitav kuulata veel

TTU-s esitatavaid kursusi ”loogika arvutiteaduses”, ”automaatne programmeerimine”
ja ”teoreetiline informaatika I1”.

Jargnevalt toome kaesoleva kursuse raames planeeritud loenguteemade loetelu.

. Algoritmilised keeled.

. Regulaarsed struktuurid.

. Kontekstivabad struktuurid.
. Rekursiooniteooria.

. Algoritmide keerukus.

. Paralleelprogrammid.
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2. Eelteadmised matemaatikast
(kordamine)

2.1. Hulgateooria

Teoreetilise informaatika mudelite esitamiseks kasutatakse peamiselt matemaatilisi for-
malisme. Koige enam on vaja hulgateooria moisteid ning tahistusviisi ja graafiteooriat.
Jargnevas vaatlemegi luhidalt nimetatud valdkondade pohimaisteid.

Hulk on samalaadsete objektide jarjestamata kogum, mida teatud konkreetses kon-
tekstis kasitletakse kui tervikut. Hulka kuuluvaid objekte nimetatakse hulga elemen-
tideks. Elemendi a kuulumist hulka A tahistatakse a € A. Hulkade esitamiseks kasu-
tatakse kaht moodust:

1. elementide loetlemist, naiteks
A=1{1,47,9,12}
Vol
N ={0,1,2,3,4,5,...};
2. predikaadi abil, s.t avaldisega kujul H = {z|P(2)}, naiteks
L = {z|32% — 42 + 2 = 0}.

Tiihja hulga tahis on 0.

Lopliku hulga elementide arvu nimetatakse hulga véoimsuseks. Hulga A voimsust
tahistatakse siimboliga |A|. Lopmatute hulkade véimsus méairatakse kindlaks tema
elementide seadmisel iiks-iihesesse (bijektiivsesse) vastavusse tuntud hulkadega, naiteks
naturaalarvude hulgaga IN.

Predikaadi abil hulga maaramisel voib tekkida vastuolu, nii nagu naiteks jargmise
Russelli paradoksi puhul.

Téahistagu predikaat P(X) tingimust, mis on rahuldatud (on téene), kui argumen-
dina antud hulk X pole iseenda element ja vaar vastasel juhul. Hulga Y = {X|P(X)}
korral predikaadi P kontrollimine viib vastuoluni:

— juhul, kui oletame, et Y € Y, siis P(Y) on vaar ning hulga Y maéaratluse pohjal
Y ey,
— kui oletame, et Y € Y, siis P(Y') on téene ning seega ¥ € Y.

Kirjeldatud vastuolu on uks paljudest hulgateooria paradoksidest, mis viitavad selle
teooria ebataiuslikkusele. Toodud paradoks on filosoofilises kirjanduses laiemalt tuntud
Russelli habemeajaja paradoksi nime all.

Hulkade vordlemine:

— A= B - hulgad A ja B on vordsed (sisaldavad samu elemente);
— A C B - hulk A on hulga B osahulk (véib ka vérduda A-ga);
— A C B - hulk A on hulga B parisosahulk (A # B).

Hulga A koigi alamhulkade hulka tahistatakse kas P(A) voi 24. Kui |A| = n, siis
|24 = 27,

Tehted hulkadega:

— AU B - hulkade A ja B uhend,;

— AN B - hulkade A ja B uhisosa e. 16ige;
— A\ B vdi A— B - hulkade A ja B vahe;
— A’ - hulga A taiend;

— A x B -rist- e. otse- e. Descartes’t korrutis:

Ax B ={(a,b)ac Akb € B}



2.2. Relatsioonid e. seosed e. suhted

— Seos hulkade A ja B vahel on alamhulk R C A x B.

— Seos hulgal A on alamhulk R C A x A.

— Asjaolu, et (a,b) € R tahistatakse aRb. Seost R™* = {(b,a)laRb} nimetatakse
seose R poordrelatsiooniks.

Definitsioon1. Seost R hulgal A nimetatakse ekvivalentsiseoseks siis ja ainult siis,

kuz

— R on refleksiivne, s.t. Va € A korral aRa;
— R on summeetriline, s.t. a,b € A korral aRb — bRa;
— R on transitiivne, s.t. a,b,c € A korral aRb&bRc — aRec.

Definitsioon2. Olgu R ekvivalentsiseos hulgal A. Elemendiga a € A ekvivalentsete
elementide hulka

[a] = {blaRb}

nimetatakse elemendi a ekvivalentsiklassiks.

Naide 1. Jadgiklassid naturaalarvude hulgal IN.

Vaatleme seost ”arv a € IN on vordne arvuga b € IN mooduli N suhtes”, mis kehtib
parajasti siis kui 3k € IN, nii et |a — b| = kN. Seda seost tdhistatakse a = b(modN).
Lihtne on naha, et vaadeldav seos on ekvivalentsiseos naturaalarvude hulgal IN. Juhul
kui N = 3 on arvude 0, 1 ja 2 ekvivalentsiklassid (antud juhul nimetatakse neid arvu
3 jaagiklassideks) jargmised:

[0]=0,3,6,9,12,..;

[1]=1,4,7,10,13, ...
[2] = 2,5,8, 11,14, ...

Nagu naha, jaagiklassid omavahel ei 16iku, kuid katavad taielikult kogu naturaalarvude
hulga. Nagu jargmisest teoreemist selgub, kehtib selline seos mistahes ekvivalentsiseose
korral.

a

Teoreem 1. Olgu R ekvivalentsiseos hulgal A. Iga a € A ja b € A korral kehtib kas
[a] = [b] voi [a] N [b] = 0.

Téestus. Vaatleme algul juhtu, kus kehtib aRb. Valime klassist [a] vabalt iihe elemendi
z. Siis kehtivad bRa (ekvivalentsiseose simmeetrilisuse tottu) ja aRz, millest ekviva-
lentsiseose transitiivsuse omaduse pohjal jareldub, et bRz. Seega z € [b] ja jarelikult
[a] C [b]. Analoogiliselt saab naidata, et [b] C [a]. Kokkuvottes, kui aRb, siis [a] = [b].
Juhul kui ~(aRb), eeldame vastuvaiteliselt, et leidub selline y € A, et y € [a] ja y € [b].
Teisisonu, kehtivad a Ry ja b Ry. Ekvivalentsiseose simmeetrilisuse tottu kehtib ka yRb,
millest omakorda jareldub transitiivsuse pohjal, et a Rb. Viimane tulemus on vastuolus
tehtud eeldusega, et (a,b) &€ R. Vastuolu pohjuseks on vaar eeldus, et kaesoleval juhul
pole klasside [a] ja [b] lihisosa tiihi.

a

Definitsioon3. Olgu R scos hulgal A. Seose R k-s aste R¥ on mddratud jargmiste
tingimustega:

— aR'b kehtib parajasti siis, kui aRb;
— aR*b (k > 1) kehtib parajasti siis, kui Ic € A, nii et

aRc&ccRF~1b.



Definitsioon4. Olgu R seos hulgal A. Seose R transitiivseks sulundiks nimetatakse
seost RT C A x A, nii et aRtb kehtid parajasti siis, kui 3i > 1, mille korral kehtib
aRb.

Definitsioon5. Olgu R seos hulgal A. Seose R refleksiivseks transitiivseks sulundiks
nimetatakse sellist seost R* | nii et

—aR*aigaa € A;
— aR*b kehtib siis, kui aR1h;

— R* ei sisalda rohkem elementide paare kut on maaratud viimase kahe tingimusega.

Teoreem 2. Kui RT ja R* on vastavalt seose R transitiivne ja refleksiivne-transitiione
sulund, siis

— Kui R’ on suvaline transitiivne seos, selline et R C R/, siis Rt C R';

— Kui R’ on suvaline refleksiivne-transitiivne seos, selline et R C R', R* C R’.

2.2.1. Jarjestusseosed
Definitsioon 6. Seos R mddrab hulgal A osalise jarjestuse, kui

— R on transitizvne;

— R on irrefleksiivne, s.t. Va € A korral (a,a) ¢ R.
Naide 2. Vaatleme hulga A koigi osahulkade hulgal P(A4) alamhulga seost:
a R kehtib parajasti siis, kui (o D 8)&(a # 5).

Kui A = {0, 1,2}, vaib esitatud osalise jarjestuse esitada ka graafiliselt.

{0, 1,2}

{0, 1} {0, 2} {1, 2}

{0} {1} {2}

N

Definitsioon 7. Seos R C A x A on refleksiivne osaline jarjestus hulgal A, kut

(4]

— R on transitizvne;
— R on refleksiivne;

— (aRb)&(bRa) = (a = b).

Definitsioon 8. Refleksiivne seos R C A x A mddrab hulgal A lineaarse (lineaarse
refleksiivse) jarjestuse, kui kehtib parajasti ks jirgmistest tingimustest: aRb, bRa véi
a=b.

Naiteks < on lineaarne jarjestus hulgal IN ja < on lineaarne refleksiivne seos hulgal
N. Seevastu naites 2 esitatud jarjestusseos pole lineaarne, kuna naiteks hulgad {1, 2}
ja {0, 2} pole vorreldavad.

Rohutamaks asjaolu, et hulgal A on maararud jarjestusseos R, kasutatakse hulga

tahistamiseks avaldist (A4, R). Naiteks (IN, <), (IN, <), (P(A), R) jne.



2.2.2. Kujutused

Definitsioon9. Kujutuseks M hulgast A hulka B nimetatakse seost M C A x B, ni
et (a,b) € M&(a,c) e M = b=c.

Definitsioonis 9 esitatud kujutust tahistatakse M : A — B. Asjaolu, et (a,b) € M
tahistatakse ka M (a) = b.

Kujutuse M : A — B muutmispiirkond Dom(M) ja maaramispiirkond Ran(M)
on defineeritavad vastavalt seostega

Dom(M)={a|a€ A, 3b€ B(b= M(a))}
ja

Ran(M)={b|be B, Ja € A(M(a) =b)}.
Definitsioon10. Kujutust M : A — B nimetatakse

— osaliseks, kui Dom(M) C A, s.t. Dom(A) on hulga A pirisosahulk;

— taielikuks, kui Dom(M) = A;

pealekujutuseks e. siirjektsiooniks, kui M on tdielik ja Ran(M) = B;

— lks-uheseks e. injektsiooniks, ku: iga a,a’ € A ning iga b € B korral kehtib seos

(f(a) = b&f(a') =b) = a = d’;

bijektsiooniks, kui ta on surjekisioon ja injektsioon.

Definitsioon11. Hulgad A ja B on vordvoimsad, kui leidub bijektizvne kujutus
M:A— B.

Definitsioon12. Lépmatu hulk A on loenduv, kui ta on virdvéimas naturaalarvude
hulgaga IN.
Loenduva hulga voimsust tahistatakse simboliga w, seega |IN| = w.

2.3. Graafiteooria

Definitsioon13. (Mittejirjestatud ja mitteorienteeritud ) graaf on paar G = (A, R),
kus A on tippude hulk ja R C Ax A seos hulgal A. Hulka R nimetatakse kaarte hulgaks.

Naide 3. Graafi graafiline esitus: Olgu graaf G = (4, R), kus A = {1,2,3,4};
R=A{(11), (1,2), (2,3), (2,4), (3,4) (4,1), (4,3)}.

ad

Definitsioon14. Graafid G1 = (A1, R1) ja (G2 = (Az, R2) on vordsed (isomorfsed),
kui leidub selline bijektiivne kujutus f : Ay — As, nii et aR1b < (a)Raf(b).



Definitsioon15. Greafi G = (A, R) margenduseks nimetatakse funktsioonide paari f
jag, kus f : A— M on tippude ja g : R — L on kaarte margendus.

Margendatud graafid G; = (A1, R1) ja Go = (Aa, Ry), mille mdrgendused on vas-
tavalt (f1,91) ja (f2,92), on vordsed, kui leidub bijektiivne kujutus h : Ay — A,
selline, et

— aRyb kehtib parajasti siis, kui h(a)Rah(b), s.t. graafid Gy ja Ga on vordsed kui
mdargendamata graafid;
= fila) = fa(h(a));
— 91((a, b)) = ga((h(a), h(b))).
Naide4. Jargmised graafid on vordsed, kuna leidub bijektiivne kujutus h, niiet h(a) = 0;
h(b) =2; h(c) = L.

b)X 1)Y

ad

Definitsioon16. Tippude jada (ag,...,an), n > 1 nimetatakse teeks pikkusega n ti-
pust ag tippu ayn, kui iga a < i < n jaoks leidub kaar tipust a;_1 tippu ay.

Tstkliks nimetatakse teed (ao, ..., a,) graafis G, mille korral ag = a,.

Graafi nimetatakse tugevalt sidusaks, kui iga kahe graafi tipu @ ja b korral leidub
tee tipust a tippu b.

Tipu astak sisendite suhtes on sellesse tippu sisenevate kaarte arv, tipu astak
valjundite jargi on sellest tipust valjuvate kaarte arv.

Tsuklivabad orienteeritud graafid

Tsiiklivaba graafi baasiks nimetatakse nende graafitippude hulka, mille astak sisendi
jargion 0. Tipud, mille astak valjundi jargi on 0, moodustavad tsiiklivaba graafi lehtede
e. lopptippude (ka terminaalsete tippude) hulga.

Definitsioon17. Puuks nimetatakse tsiklivaba graafi G = (A, R), mille baas sisaldab
tihe tipu (mida nimetatakse puu juureks), teiste tippude astak sisendi jirgi on 1 ja iga
tipu a € A jaoks leidub tee (r,c1,¢2,...,¢0-1,0).

Tipu a sigavuseks puus nimetatakse tee (r,c1,..., cp_1,a) pikkust k.

Tstiklivaba transitiivse orienteeritud graafi G = (A, R) kaared méaaravad hulgal A
osalise jarjestuse.

Jarjestusega graaf on paar G = (A, R), kus A on tippude hulk ja R = {(Rq, <)}aca
kaarte hulkade pere. Hulka R, kuuluvad tipust @ viljuvad kaared: R, = {(a,b) | b €
A, aRb}, mis on lineaarselt jarjestatud seose < mottes.



Naide 5. Jarjestatud graafid

(®
@ (6)
(®

Topoloogilise sorteerimise iilesanne

Leida tstiklivaba graafi G = (A, R) tippude selline margendus f : A — IN, nii et
aRb = f(a) < f(b). e. leida lineaarne jarjestus hulgal 4, mis sisaldaks endas jarjestuse
R.

Naide 6. Naide margistusest, mille annab topoloogilise sorteerimise algoritm (vt. alg.

0.1).
4
D

Sama graaf ”jarjestatuna”:

Topoloogilise sorteerimise iilesanne on algoritmiliselt lahenduv (vt. Algoritm. 0.1.
raamatus A.Aho, J.Ullman. The Theory of Parsing, Translation and Compiling. Pren-
tice Hall, 1972).

Puude esitamine

Mairkus 1. Graafide esitamiseks arvutis kasutatakse intsidentsusmaatrikse ja mitmesuguseid
viitstruktuure. Koik nad sobivad ka puude esitamiseks.
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Kéaesolevas vaatleme puude esitamist sulgavaldistena - ees-, kesk- ja loppjarjekorras.
See on erinevate topoloogiliste sorteerimiste rakendamine puude korral.
Puu T sulgavaldis koosneb puu tippude margendist, iumarsulgudest ja komadest.

Definitsioon 18. Jdirjestatud puu T eesjirjekord on avaldis lrep(T), mis on saadud
jargmiste tingimuste kohaselt:

1. kut puu T juur on a, mille vahetud alampuud loctletuna vasakult paremale on
T, ..., Ty, sus
Irep(T) = a(lrep(11), . . ., lrep(T}));

2. kui a on puu T terminaalne tipp, siis
Irep(T') = a.

Definitsioon19. Jirjestatud puu T keskjarjekord on avaldis mrep(T'), mis on saadud
vastavalt jargmistele tingimustele:

1. kut puu T juur on a, mille vahetud alampuud loetletuna vasakult paremale on
Ty, ..., 1, sus

mrep(T) = mrep(71), a(mrep(Tz), ..., mrep(7}));
2. kui a on puu T terminaalne tipp, sis
mrep(T) = a.
Definitsioon 20. Jirjestatud puu T loppjarjekord on avaldis rrep(T'), kui
1. kui puu T juur on a, mille vahetud alampuud on loetuna vasakult paremale Ty, ..., T},
e rrep(T) = (rrep(71), ..., rrep(Tk))a;

2. kui puu T juur a on terminaalne tipp, siis rrep(T) = a.

Naide 7. Puu

eesjarjekord (vasakrekursiivne sulgavaldis) on
lrep(T) = 1(2(3,4), 5(6(7,8,9)))

keskjarjekord:
mrep(T) = 3,2, (4), 1(7,6(8,9),5)

16ppjarjekord (paremrekursiivne sulgavaldis):

rrep(T) = ((3,4),2, ((7,8,9)6)5)1).

11



2.3.1. Programmi struktuuri esitamine puuna

Jarjestatud puid kasutatakse arvutites programmide struktuuri esitamiseks. Naiteks
mingis programmis esinev avaldis ¢ * (a + b) transleeritakse puuks

/@

Selline jarjestatud puu konstrueerimine ei ole programmi lahteteksti alusel kuigi
keerukas. Puu esitab nii taitmisele tulevad operatsioonid kui ka nende teostamise
jarjekorra: puus allpool olevad operatsioonid tuleb taita varem.

Analoogselt aritmeetilise avaldisega saab puudena esitada koiki pohilisi program-
mide juhtstruktuure nagu naiteks tingimuslik operaator, tsuklioperaator ja protseduu-
rilause. Kuna puude kujutamine viitstruktuuridena on liiga mahukas, kasutatakse prog-
rammide struktuuri moodustamisel arvutis puude ees-, kesk- voi loppjarjekordi. Sageli
voib niisugust esitust veelgi lihendada, jattes dra punktuatsioonisimbolid (komad ja
sulud).

Ulaltoodud avaldis loppjarjekorras omandaks kuju
cab + *

ning tema esitamiseks arvuti malus kuluks 5 malupesa.

Loppjarjekorras esitatud programmide taitmiseks sobib lihtne programm, mis ka-
sutab tihte magasini (pinu). Olgu magasini kasutamise operatsioonid push(element)

- elemendi lisamine magasini ja pop - funktsioon, mille vaartuseks on magasini tipu
vaartus. Operatsioon pop eemaldab magasinist tipus oleva vaartuse.

Loppjarjekorras esitatud programmi kasutamiseks olgu antud operatsioon read(ele-
ment), mis skaneerib loppjarjekorra jarjekordse siimboli. Operatsiooni tulemus on empty,
kui jarjekorra koik elemendid on skaneeritud. Iga skaneeritava elemendi korral on
madratud ka funktsioon range(element), mis operandide korral on 0, operatsiooni-
markide puhul aga vordub tema argumentide arvuga. Naiteks

range(a) = range(b) = range(c) = 0
range(+) = range(x) = 2

n-kohalise operatsiooni 7' rakendamine argumentidele 21, o, . . ., 2, olgu kirjeldatav
primitiiviga
apply(T; T1,Z2,..., xn)

Toodud tahistuste korral saab loppjarjekorras esitatud programmi taita jargmise
protseduuri abil:
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procedure ezecute;

begin
while read(element) # empty do
begin
if range(element) = 0 then push(element);
if range(element) = 1 then
push (apply(element), pop));
if range(element) = 2 then
push (apply(element, pop, pop));
end;
print (pop);

end.

2.4. Matemaatilise loogika pohimoisted

2.4.1. Toestuskiigu formaliseerimine

Lisaks hulga- ja graafiteooria moistetele vajatakse teoreetilises informaatikas ka mate-
maatikas kasutatavaid toestusmeetodeid. Pohjalikult kasitletakse jarelduste tegemise
tehnikat kursuses ”loogika arvutiteaduses”, siinkohal esitame vaid luhitulevaate toes-
tusvotetest, mida kursuses edaspidi rakendatakse.

Jamedas laastus voib tuletusmeetodid jagada kahte klassi: deduktiivsed (ildiste
seaduste alusel liksikobjektide omaduste iile otsustamine) ja induktiivsed (liksikobjek-
tide omaduste tildistamine objektide klassidele) jareldusmeetodid. Mdlemal korral saab
jareldussamme esitada toestuspuuna, kus uleminekud eelduselt jareldusele eraldatakse
rohtjoonega. Naiteks kui kehtivad vaited £ ja £ — M (see on liitlause, mida tuleks
lugeda ”Kui kehtib vaide £, siis kehtib ka vdide M”), siis kehtib vaide M. Sellise

arutelu voib ules kirjutada skeemina

L L—M
_ 1
— 1)

kus joone kohal on eeldused, joone all aga jareldus. Toodud skeemi (1) tuleb vaadelda
kui reeglit, mida v&ib kasutada igas tdestuses, asendades muutujad £ ja M antud
olukorras sobivate vaidetega. Skeem (1) ongi deduktiivse tuletuse peamine reegel, mida
Aristotelese jargi kutsutakse ladinaparase nimetusega modus ponens. Sama skeem voiks

olla esitatud ka kujul
L

M

Modus ponens on deduktsiooniteooria peamine tuletusreegel, kuigi mitte ainus.
Toome siinkohal veel moned enamkasutatavatest loogikareeglitest.

£
M

S 9
L— L (2)
mis tahendab, et ilma eeltingimusteta kehtib vaide ”Kui vaide £ on toene, siis £ on

toene”;

L —L
= 3
= Q

mis tdhendab, et vaitest "Kui ei kehti vaide £ (tdhistus —L), siis kehtib vaide £”
jareldub vastuolu (tahis ®);

L—M
— MV =L (4)
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mis tahendab, et lausest ” Kui kehtib vaide £, siis kehtib ka vaide M” jareldub lause
”Ilma eeltingimusteta kehtib vaide M voi el kehti vaide £7;

[,1—>./\/11 £2—>M2 (5)
L1V Ly — M1V My ’

mis naitab, kuidas kahest téestastud vaitest (£, — My ja Lo — M) voib jareldada
keerulisema.

Deduktiivne toestamine on sellise tuletussammude jada leidmine, mis lopeb toesta-
tava lausega (teoreemiga) ning jada iga element on kas aksioom (antud situatsioonis
toestamist mittevajav lause) voi saadav temast jadas eespool olevatest lausetest tule-
tusreeglite (1) voi (5) abil. Jadana esitatud tdestuse voib, nagu juba eespool mainitud,
kujutada ka puuna, mille juureks on teoreem ja kaared vastavad tuletusreeglite raken-
damisele. Puu lehed peavad sel juhul vastama aksioomidele.

Aksioomid voib esitada samal kujul kui tuletusreeglid voi kirjutada implikatiivsete
lausetena. Naiteks ekvivalentsiseose definitsiooni (Def. 21) saab esitada kujul:

Definitsioon21. Seost R C A x A nimetatakse ekvivalentsiseoseks, kui ta rahuldab
jargmist tingimusi:

- (refleksiivsus);
gﬁg (simmeetrilisus);
% (transititvsus).

Implikatiivsel kujul oleksid viimased tingimused kujul:

— aRa (refleksiivsus);
aRb — bRa (simmeetrilisus);
(aRb)&(bRc) — aRe (transitiivsus).
Elemendi a € A ekvivalentsiklassi definitsiooni voib esitada tingimustega
z € [a] — aRz
ja
aRz — z € [a],

kus R on ekvivalentsiseos hulgal A.
Samuti saab loogikatahistuste abil esitada naiteks hulgateooria tehete definitsioone:

— alamhulk
z€A—z€B .
ACB ’
— hulkade vordsus
ACB BCA
A=B ’
— hulkade 161kumine
ANB#0

Jy(y € Aky € B)’
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2.4.2. Deduktiivse toestuse tuubid

Ulalesitatud tuletusreeglite pohjal voib toestada taiendavaid tuletusreegleid, mille kasu-
tamise korral toestuskaik lihtsustub. Toestus on enamasti lithem ja tlevaatlikum, kuid
uued, pohireeglitest tulenevad reeglid ei voimalda toestada suuremat hulka teoreeme
kui eelpool toodud pohireeglid. Sellised taiendavad tuletusreeglid vastavad erinevatele
toestusviisidele, nagu naiteks toestamine lemmade abil ja vastuvaiteline toestamine.
Kasutades naitena teoreemi 1 toestust, esitame jargnevas luhidalt toestusvotteid, mida
kasutatakse edaspidi ka teoreetilise informaatika kursuses.

Vaite lihtsustamine. Olgu tarvis toestada, et eelduste £ korral kehtib lause: ” Kui
kehtib M, siis kehtib A””. See on koige tavalisem matemaatilise teoreemi tldkuju.
Teoreemi vahetu toestamise asemel toestatakse, et kui lisaks lausele £ eeldada ka lause
M kehtivust, kehtib lause A'. Formaalselt toestuse

L
asemel koostatakse toestus
£ M
T (7

Seega teoreem M — N asendatakse lihtsama teoreemiga A, mis on lihtsama
struktuuriga vaide ning mida enamasti on ka kergem toestada. Asjaolu, et toestuse (7)
olemasolust jareldub tdestuse (6) olemasolu, tunti loogikas juba ammu, ehkki vastava
asenduse korrektsuse toestas prantsuse loogik J. Herbrand alles 1930.a.

Teoreemi 1 toestuses kasutatakse vaite lihtsustamise votet kohe algul, kus eelduse
aRb asemel toestatakse, et [a] C [b]. Selle asemel, et naidata, et viitest z € [a] jareldub
viide z € [b] e. formaalselt, toestuse

aRb

z€la —ze b

asemel tehakse lisaeeldus z € [a] (eestikeelse tekstina on valjendatud lauses: ” Valime
klassist [a] vabalt iihe elemendi 2”) ning naidatakse, et z € [b]. Tapsemalt, toestuses
esineb loik:

”Siis kehtivad bRa (ekvivalentsiseose siimmeetria tottu) ja aRz, millest ekvi-
valentsiseose transitiivsuse pchjal jareldub, et bRz. Seega z € [b] ...”

Viimane loik on kujutatav formaalselt jargmise toestuspuuna:

aRb z€|a]

bRa aRz
bRz .
z€[b]

Vastavalt Herbrand’i avastusele loogikas on kehtiv siis ka tuletus

aRb
z€[a]l——z€[b] (8)
[ C ]
Viimane jareldus toodud puus on tehtud alamhulga definitsiooni pohjal.
Edasi on teoreemi 1 tdestuses vaidetud, et seos [b] C [a] tOestatakse analoogiliselt.
Formaalselt tahendab see asjaolu, et toestuspuu

z€[b]
Cle FR2

aRc
z€la]

15



olemasolust jareldub toestuse
aRb

Z€[b]——z€[d]
€ [ (®)

olemasolu. Toestused (8) ja (9) on aga lihtne hulkade vordsuse definitsiooni abil kokku

votta toestuseks
aRb aRb

[lel®] [lela]
[a[=16] ~

mis omakorda on samavaarne jareldusega

aRb — [a] =[]

Vastuvaiteline toestus. Mdonikord on eelduste £ korral vaite M téestus keeruline.
Klassikalise loogika kasutamisel voib siis pliida naidata, et eeldustest £ ja — M (vaite
M vastand) jareldub vastuolu. Seega teoreemi M tdestus

£

M

jareldatakse toestusest

Mairkus 2. Programmide konstrueerimisel ei kasutata ”klassikalist” Aristotelese loogikat ning
sel korral ei ole vastuvaiteline toestamine lubatud. Lahemalt kasitleme seda probleemi kursuses
”loogika arvutiteaduses”.

Vastuvaitelist toestust kasutatakse teoreemi 1 toestuse teises osas, kus naidatakse,
et seose aRb mittekehtimise korral elementide a ja b ekvivalentsiklassid ei 16iku. For-
maalselt koostatakse toestus valemile

—(aRb) — [a]N[b] =0,
mis on samavaarne formaalse tuletusega

a(aRb)

[a]N[b] =0
Teoreemi 1 toestuse teksti analtius naitab, et toestus on vastuvaiteline:

[a] N1 [5] £ 0
Jy(y € [al&y € [B])
Jy(aRy&bRy)
Jy(aRy&yRb)
Jy(aRb)
—(aRb) alth
@

Lemmade abil toestamine. Teoreemi piilitakse toestada mitmel (lihtsamal) eri-
juhul (erijuhte nimetatakse lemmadeks). Kui koik véimalikud erijuhud on kasitletud,
voime lugeda ka kogu teoreemi toestatuks. Formaalselt voib lemmade abil toestamisel
kasutada tuletusreeglit

L—LiV ... VL, Ly —M ... L, — M
L— M ’

16



kus teoreemi £ — M tdestus kasutab lemmasid (kasutatakse ka terminit abiteoreeme)
Ly — M, ... L, — M.

Pikemate toestuste korral vormistataksegi lemmade toestused eraldi ning teoreemi
toestuses viidatakse neile toestustele. Lihtsamatel juhtudel voib matemaatilises tekstis
otsene viide lemmade abil toestamisele isegi puududa ning seda tuleb valja lugeda
“ridade vahelt”. Naiteks teoreemi 1 korral tuleb lemmade olemasolu ”valja lugeda”
lausekonstruktsioonist:

”Vaatleme algul juhtu, kus kehtib aRRb.

,.].u.hul kui ~(aRb)...”
Toepoolest, toestatakse ju algul lemma
aRb — [a] = [b]
ja seejarel lemma
—(aktb) — [a] N [b] = 0,
mis mélemad on erijuhud teoreemist 1. Kuna eelduste paar aRb ja —~(aRb) katavad koik

voimalikud juhud (s.t. et tingimata on kehtiv valem aRbV —=(aRb)), siis tuletusreegli
(5) abil on toestatav teoreem 1.

— ([a] = D) \/(fa] N [8] = 0).

Matemaatilistes tekstides peetakse aga viimast mottekaiku ”niivord loogiliseks” | et
seda el peeta vajalikuks isegi otseselt kirja panna. seeparast ongi harjumata inimesel
vahel raske matemaatilistest toestustest aru saada.

Esitame siinkohal tuletuspuu, mis viib taielikult 1opule teoreemi 1 toestuse, esitades
ka need jareldussammud, mis tekstis vahetult kirjas ei ole:

aRb — aRb aRb—[a] =[] —(aRb) —
— (aRb) V =(aRb) (aRb)V =(aRb) — ([a] = [b] V (

2.4.3. Induktiivne toestamine

Teoreetilises informaatikas kasutatakse tihti ka matemaatikas tuntud transfiniitset in-
duktsiooni, mida rakendatakse siis, kui toestatav vaide A on mingi jarjestatud hulga £
koigi elementide kohta. Siimbol A(z) tdhrendab jargnevas, et toestamist vajav vaide A
on kehtiv vahemalt elemendi z € E korral. Sel juhul voib induktiivse meetodi sénastada
kujul:

Transfiniitne indukisioon: Olgu hulgal £ maaratud lineaarne jarjestusseos <. Kui
iga z € E korral jareldub véite A(z) toesus vaidete A(y) tdesusest kdikide y < z korral,
on vaide A(z) toene iga z € F jaoks.

Seega transfiniitse induktsiooni tuletusreegel:

Vz(Vyly < z — (Aly) — A(2))) (10)
Ve A(z) '

Transfiniitse induktsiooni erijuhtu, kus alushulgaks E on naturaalarvude hulk IN,

nimetatakse matemaatiliseks indukisiooniks.

Deduktsiooniteoorias naidatakse, et matemaatilise induktsiooni reegel (10) on sa-
mavaarne tuletusreegliga

A(0)  Vz(Az) — Az + 1))
Ve A(z) '

Sagedasti vormistataksegi induktiivne toestus kaheosalisena:
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— induktsiooni baas: tingimuse A(0) kontroll;
— induktsiooni samm: toestus, et valemist A(z) jareldub A(z + 1). Valemit A(z)
nimetatakse seejuures induktsiooni eelduseks.

Naide 8. Valem S(n) = 1+3+5+...2n—1 = n? on tuletatav igan = 1,2... korral.
Baas n = 1 korral S(1) =1 =12

Samm. Eeldame, et suvalise n € IN jaoks kehtib S(n).

Viite S(n + 1) korral

14345 2n—1+2n+1=n"+2n+1, (11)
kuna eelduse pohjal kehtib
S(n)=1+4+3+...+2n—1=n%
Seosest (11) ja valemist (n + 1) = n? 4 2n + 1 jareldub, et kehtib ka vaide

Sn+1)=14+34+5+...+2n+1=(n+1)
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3. Arvutites kasutatavad keeled

Keel on tks arvutiopetuse pohimoistetest. Arvuti tootleb fikseeritud margististeemis
(keeles) esitatud informatsiooni. Ka tlilesannete lahendamiseks kasutatavad algoritmid
esitatakse arvuti jaoks teatud tehiskeeles, mida arvuti suudab interpreteerida. Oluli-
seima osa arvutis kasutatavatest keeltest moodustavad programmeerimiskeeled.

3.1. Programmeerimiskeeled

Programmeerimiskeel on tahistuste ja reeglite susteem algoritmide esitamiseks arvutile.

Arvuti 40-aastase ajaloo jooksul on loodud tuhandeid programmeerimiskeeli, millest
enamkasutatavad on kimmekond. Programmeerimiskeel on inimese ja masina vaheline
suhtlemiskeel. Selle jargi, kuivord keel on inimesele sobival kujul, voib programmeeri-
miskeeli liigitada kolme klassi:

— masinkeeled;
— algoritmilised keeled e. korgtaseme keeled;
— teadmiste esitamise keeled e. spetsifitseerimiskeeled.

3.1.1. Masinkeeled

Masinkeelte naidetena voib tuua:

— masinkood - konkreetse arvuti kaskude jada kodeerituna 2-nd-, 8-nd-, 16-ndsustee-
mis arvudena;
— autokood - konkreetsele arvutile orienteeritud programmeerimiskeel.

Naide 9. Lahendada vorrand az 4+ b = 0, eeldusel et a =5, b = 7.
a
Programm masinkoodis soltub tema asukohast malus. Jargnev programmiloik on
kirjutatud eeldusel, et ta asub pohimalus alates baidist nr. 30, muutujate a, b ja z jaoks
malu eraldatud neljabaidiste valjadega vastavalt algusaadressidega 100, 104 ja 108.
Iga kask koosneb malukoodist ja sellele jargnevate operandide aadressidest.

30| 41 (100| 7 kirjutada arv 7 valjale 100

33|41 |104| 5 kirjutada arv 5 valjale 104

36 | 01 | 100 |aadida protsessorisse arv valjalt 100

38 | 01 | 104 laadida protsessorisse arv valjalt 104

40 | 04 jagada kaks viimatilaaditud arvu

41 | 05 | 108 salvestada jagamise tulemus valjale 108
100
104
108
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Sama programm esitatuna autokoodis:

MVC A'Y
mMvc B'T
LOAD A
LOAD B
DIV

STORE X

Autokoodis on kasukoodid esitatud mnemooniliste koodidena - akrontutimidena
kasu tahendust valjendavast sonauhendist. Naiteks kasukood MV C tuleneb inglise-
keelsetest sonadest Move Value to Cell (paigutada vaartus pessa). Maluvalju téhis-
tatakse neile vastavate muutujate nimedega, enamasti ei soltu autokoodis kirjutatud
programm tema asukohast malus.

Autokoodi kasud on ukstiheses vastavuses protsessori kaskudega. Seeparast on iga
protsessori jaoks oma autokood.

Enne taitmist transleeritakse autokoodis esitatav programm masinkoodi. Seda suh-
teliselt lihtsat mnemoonilistes koodides kirjutatud programmi teisendamist vastavateks
protsessori kiskudeks nimetatakse assembleerimiseks (ingl. k. assemble - koguma, kokku
kutsuma, monteerima). Autokoodi nimetatakse ka assemblerkeeleks.

Masinkeeltes kirjutatakse iga uue arvuti esmane susteemne tarkvara, naiteks mone
korgkeele translaator- ja operatsioonisusteem.

3.1.2. Korgtaseme keeled e. algoritmilised keeled

Algoritmilised keeled on moeldud arvutist soltumatute arvutusprotsesside kirjeldami-
seks.

Algoritmilistes keeltes ...

... esitatakse aritmeetilised arvutused algebraliste avaldistena;

... kasutatakse spetsiaalseid lausekonstruktsioone peamiste algoritmiliste juht-
struktuuride (seeria, korduse ja hargnemise) esitamiseks;

... on voimalused sisendi-valjundi kirjeldamiseks;

.. saab erinevate objektide omadusi esitada kasutades erinevaid andmetutpe
(arvud, massiivid, hulgad, kirjed, puud, graafid jne.).

Algoritmiliste keelte naiteid:

— Fortan (FORmula Translator) - 1957

— Cobol (COmmon Business Oriented Language) - 1958-1960

— Algol-60 (ALGOrithmic Language) - 1957-1960

— Basic (Beginner’s All-purpose Symbolic Instruction Code) - 1965
— PL/I (Programming Language One) - 1963-1966

— Pascal - 1971

— Lisp (LISt Processing) - 1957-1962

— Ada (Ada Augusta Lovelance’i auks) - 1977-1983

— C-1985-1988
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Naide 10. lahendada vorrand az +b = 0.

FORTRAN:

10 READ a,b
20 IF ()30, 70,30
30z =—b/a
40 PRINT 50, =
50 FORMAT (’Vastus: z =/, F'6.2)
60 GOTO 90
70 PRINT 80
80 FORMAT (’Vorrandil puudub lahend’)
90 STOP
100 END

3.1.3. Teadmiste esitamise keeled

Teadmiste esitamise keeled (ka teadmuskeeled) on ette nahtud tilesannete spetsifitsee-
rimiseks,; iilesande lahendusalgoritmi koostab arvuti lahtudes iilesande kirjeldusest.
Keelte naited:
PROLOG (PROgramming in LOGic)

CLU
UTOPIST

Naide 11. Leida viirutatud kujundi pindala
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UTOPIST

let Ruut : (a, S, p,d: numeric;

relations
axa=.S9;
p=4x*a;
d? = 2% a?);
Ring : (r,d, S,p: numeric;
relations
p=0628%r;
S =314 % r%;
d=2x%r);

Kujund : (S : Ruut;
C : Ring d =2.a/2;
Z : numeric;
relations
r=25S5-C.95);
actions
on Kujund compute z from S.a = 10;

end;

ad

Kaasajal on mitmed spetsifitseerimiskeeled visuaalsed. See tahendab, et ulesande
pustitamiseks arvutile tuleb spetsiaalses graafikaaknas hiire abil joonistada tlesande
tingimusi esitav joonis. Eelmises naites pustitatud tlesande voib sel juhul spetsifit-
seerida naite algul toodud joonise abil ning arvuti teisendab selle tilesande pustituse
ise tekstilisele kujule.

Raakides keelest, oleme harjunud endale ette kujutama teksti, tegelikult voib aga
visuaalsete kujundite stisteemi vaadelda kui keelt. Arvutikeelena voib kasutada mista-
hes margististeemi, mis on tolgitav (transleeritav) arvuti masinkeelde. Teatud tldistuse
korral voime koiki arvutiprogramme kasitleda translaatoritena, mis tolgivad sisendand-
med neile vastavateks valjundandmeteks.

3.2. Keelte formaalne defineerimine

Arvutil on voimalik lahendada vaid neid ulesandeid, mille lahendusalgoritm on esitatav
matemaatilise formalismi abil. Seega peab ka arvutil kasutatavate keelte ning nende
transleerimisprotsessi kirjeldamiseks leiduma formaalne esitus.

Koik tuntud meetodid keelte formaliseerimiseks vaatlevad lahus suntaksi ja seman-
tika kirjeldamist. Keele suntaks valjendab lausete sisemist struktuuri soltumata lause
tahendusest, semantika esitab lause tdhenduse (reeglina mones teises keeles). Vahe
keele suntaksi ja semantika vahel pole siiski range, soltuvalt kasitlusest voib teatud
keele suntaktilisi omadusi vaadelda semantilistena ja vastupidi. Stuntaks ja semantika
pole pelgalt arvutis kasutatavate tehiskeelte erinevad aspektid. Nad iseloomustavad
koiki margisusteeme, kaasaarvatud loomulik inimestevaheline suhtlemiskeel. Naiteks
tuntud fraseologism ”tule eile meile” on eesti keele stintaksireeglite kohaselt korrektne
lause, semantiliselt aga mottetu, kuna esitab ilmselt voimatut situatsiooni. Siiski ei saa
ka sellist otsustust teha theselt, sest teatud kontekstis, kus eesmargiks ongi esitada
mottetust kui niisugust, omandab antud lause tahenduse.

Nagu juba toodud lihtsast naitest jareldub, on keele semantika esitamine vorratult
keerulisem (ja suhtelisem) kui stintaksi méaratlemine. Nii on ka keele siintaksi for-
maliseerimise meetodid hasti tuntud, samal ajal kui semantika jaoks sobiv efektiivne
formalism puudub. Keele semantika esitatakse enamasti kaudselt, lausete tolke kaudu
monda teise keelde voi lausete ”korrektsuse” toestamise kaudu.
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Programmeerimiskeelte opikute ja kasutamisjuhendite kaudu tunneb lugeja kind-
lasti mitmeid formalisme stuntaksi esitamiseks. Toome siinkohal naitena suntaksidiag-
rammid, nn. Wirthi skeemid, mida esmakordselt kasutati programmeerimiskeele Pascal
defineerimisel. Siintaksidiagramm on graaf, mis esitab keele lause voi selle osa (fraasi)
stuntaktilise struktuuri. Grammatiliselt korrektse lause konstrueerimiseks tuleb graafi
labida mooda kaari (mitme lubatud tee korral voib valida suvaliselt tihe alternatii-
videst). Teele jaavates ringikujulistes voi timarate nurkadega tippudes olevad vaartused
tuleb kirjutada lausesse vahetult, ristkulikukujulise tipu tahenduse selgitab diagramm,
mille nimetus on skeemil ristkuliku sees. Naiteks Pascali tsuklilause esitavad diagram-
mid

WHILE-tsukkel
CWHILE

tingimus

TEXXE XN

lause

ukdliige

Toodud skeemide tapsel jargimisel on voimalik koostada Pascal-keele tsiklilauseid,
kuid seejuures ei selgu, milline on kirjutatu tahendus, mida arvuti vastava lause magjul
teeks. Enamasti esitatakse lause semantika tekstina loomulikus keeles. Naiteks WHILE-
tsukli kohta voib olla kirjutatud:

"WHILE-tsukli taitmine algab tingimuse vaartuse arvutamisega. Kui see on
toene, taidetakse votmesdna DO jirel olev lause (tsiikli keha) ning arvutatakse
uuesti tingimuse vaartus ja toese vaartuse korral taidetakse uuesti tsikli keha.
Kirjeldatud viisil jatkatakse seni, kuni tingimus muutub vaaraks. Kui tingimus
on vaar juba esimese kontrolli korral, on WHILE-tstkli tulemus samavaarne
tuhilause taitmisega”.

Selline selgitus annab kiull inimesele ettekujutuse, mida tsiklioperaator tahendab,
kuid ei ole piisavalt range, et seda uheselt moista ning realiseerida vastav transleeri-
misprotseduur, mis teisendaks tsuklilause masinkeelde. Monevorra tapsema semantika
definitsiooni voib anda lausele

WHILE b DO s,

kasutades plokkskeemi:
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Suntaksi esitamisel on populaarsed ka Bacus-Nauri valemid, mis esitavad reeglid
korrektsete keele lausete koostamiseks fraasidest. Naiteks Pascali tsiiklilause voib anda
valemitega:

WHILE-tsiikkel ::= "WHILE’ tingimus 'DO’ lause

tingimus ::= iksliige
tingimus ::= iksliige tehe tksliige
tehe = '=’

tehe = ' <’

tehe = '>'

tehe = ' <>/

tehe = ' <=’

tehe = ' >='

tehe = "IN’
uksliige = ...

lause = ...

Lihema kirjapildi saamiseks voib ithesuguse vasaku poolega reeglid asendada iihe
reegliga, mille paremal poolel on toodud véimalike alternatiivide loetelu (eraldajaks
alternatiivide vahel on pustkriips |). Naiteks

tehe n="=" ["<" |">" |"<> |'<=" |">=" |'IN

Lihtne on veenduda, et Bacuse-Nauri valemid on samavaarsed Wirthi skeemidega,
voimaldades esitada ainult siintaksi. Semantika tuleb defineerida jallegi naiteks vas-
tava lause tolkimisprotseduuri (transleerimisalgoritmi) kaudu. Transleerimisalgoritmis
viidatakse loomulikult reegli paremas pooles kasutatud fraaside nimetustele (naiteks
tingimus, lause jne.).

Toodud naited illustreerivad programmeerimiskeelte opikutes kasutatavaid forma-
lisme. Keelte realiseerimiseks arvutis vajatakse enam matemaatilisemat aparatuuri,
mida uuritakse formaalsete keelte teooria raames.

Koiki arvutiprogramme voime kasitleda translaatoritena, mis tolgivad programmi
sisendandmed neile vastavateks valjunditeks. Olgu sisendandmete esitamise keel L
ja tulemuste keel Lg. Siis voib programmi t66d (”transleerimisprotsessi”) vaadelda
kujututsena

Tr . L1 — LQ.

Kujutuse T, arvutil realiseerimise traditsiooniline skeem sisaldab kolm etappi:
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Lause L ause suntak- Lause suntak- Lause

keeles tiline struktuur — tiline struktuur - k

suntaksana uus semantiline teksti gene- eeles

L, keelesL ; keelesL, o )
anaduus reerimine

Lause suntaktiline struktuur tahendab siin tema koosseisu kuuluvate fraaside hier-
arhiat vastavalt antud keele grammatikale.

Naide 12. Lause ”Sulami liiga kérge temperatuur péhjustab materjali omaduste hal-
venemise” suntaktiline struktuur vastavalt eesti keele reeglitele on esitatav jarjestatud
puuna:

/S\

/ NF\ / TF\
N /O MF\ N T /N F\
M oM pohjustab NF l‘\l
/ \ halvenemine
. temperatuur N N
sulami
liiga korge materjali  omaduste

Toodud puus kasutatakse sonatihendite (fraaside ) tahistamiseks jargmisi siimboleid:

S — lause

NF — nimisonafraas

TF — tegusonafraas e. oeldisefraas
OMF — omadussonafraas

N — nimisona,

T — tegusona

OM - omadussona

M — maarsona

ad

Formaalsete keelte teooria uurib keele suintaksanaluusi ja teksti genereerimise algo-
ritmilisi meetodeid.

3.3. Keeled kui stringihulgad

Olgu jargnevas siimboliga X' tahistatud teatud tahestik (l1oplik tekstimérkide hulk).
Sumbolitega a, b, ¢, ... margime tahestiku X' tahti ning sumbolitega z,y, z, . .. stringe
tahestikus X' (vt. jargmine definitsioon).

Definitsioon 22. String tahestikus X on mddratud jirgmiste tingimustega:

1. € - tihi string (kuulub iga tdhestiku stringide hulka);
2. ax on string, kut x on tahestiku X string ja sumbol a € X;
3. y on tahestiku X string vaid suis, kui ta rahuldb tingimusi 1 ja 2.
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Tahestiku X koigi stringide hulka tahistatakse simboliga 3*

Stringi x poordstringiks z® nimetatakse siimbolite jada, mis saadakse stringi =z
kirjutamisel tagantpoolt ettepoole.

Stringide & € X* ja y € X* jarjestkirjutamise operatsiooni nimetatakse konkatenat-
stoontoperatsiooniks. Stringide = ja y konkatenatsiooni tahistatakse zy. Olgu naiteks
T =a1as...0y jay=biby... b, siis

TY = G103 ...Amb1by. . by,
Olulisemad konkatenatsioonioperatsiooni omadused:

(zy)z = 2(y2)
ja
€x = ze=zx.
Olgu antud string s = zyz. Sellise stringi osade jaoks kasutatakse jargmisi nimetusi:
x,yja z - alamstringid, x - prefiks ja z - sufiks.

Definitsioon 23. Keel on alamhulk £ C X*.

Definitsioon24. Keelte L1 C X} ja Lo C X3 konkatenatsiooniks nimetatakse keelt
L g (21 U 22)*, kus
L={zy|z €Ly, y €L}

Definitsioon25. Keele L iteratsiooniks nimetatakse hulka
L= Unzo[,n,
kus

- [’0 = {6};
— L =L, kuin >0

Definitsioon26. Olgu X1 ja Xy tdhestikud. Kujutust h : X7 — X5 nimetatakse
homomorfismiks, kui

— h(e) =€ ja
— h(az) = h(a)h(z) iga © € X ja a € Xy korral.

3.4. Grammatikad

Transleerimisprotsessi automatiseerimiseks vajatakse formaalset aparatuuri keele ja
tema lausete fraasistruktuuri esitamiseks.
Matemaatilises mottes on keel teatud tahestiku 7' = {ag,a1,...,a,} stringide
alamhulk
L={z|zeT”, P(z)} CT".

Keele esitamine maarava predikaadi abil ei kirjelda suntaksianaluusi ja teksti ge-
nereerimise protsesse, seeparast vaatleme edasises keelte defineerimise formalisme, mis
esitavad keele tema lausete konstrueerimisalgoritmi kaudu.

Lisaks keele tahesikule Y| mida edaspidi nimetame ka terminaalide tahestikuks,
toome sisse metatahised fraaside tahistamiseks. Fraase tahistavate metasimbolite hulka
nimetatakse mitteterminaalide tahestikuks. Kui pole oeldud teisiti, siis kasutame ter-
minaalide tahistamiseks ladina tahestiku vaiketahti ning numbrimarke ja mittetermi-
naalide tahistamiseks ladina tahestiku suurtahti. Kogu jargnevas kasitluses eeldatakse,
et NN =0.

Stringe tahestikus V = XU N nimetame lausevormideks. Naites 12 esitatud lause
lausevormideks on naiteks:
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NF pohjustab NF halvenemise
N OMF temperatuur pohjustab NF
Sulami OMF N TF

Teksti genereerimisel kasutatakse lausevormi jarkjargulist teisendamist, kuni saa-
dakse string, mis ei sisalda enam mitteterminaale. Teisendusreeglid esitatakse tavaliselt
paaridena

o — 6’

kus « ja @ tahistavad lausevorme, s.t. o, 5 € V*.

Avaldist « — 3 nimetatakse produktsiooniks. Produktsiooni & — 3 olemasolu
korral voib igas lausevormis, mis sisaldab alamsona «, asendada see sonaga 3. Naiteks,
kui on antud produktsioon

NF pohjustab — NF pohjustab NF,
voib lausevormi
NF pohjustab halvenemise
asendada lausevormiga
NF pohjustab NF halvenemise.

Definitsioon27. Generatitvseks grammatikaks e. lihtsalt grammatikaks nimetatakse

nelikut G = (X, N, P, Sp), kus

— X on terminaalide tahestik;

— N on mitteterminaalide tdhestik, kusjuures X NN = (;

— PCV*NV* x V* on produktsioonide hulk, kus V =X UN;
— So € N on grammatika lahtesumbol.

Naide 13. Grammatika Gy = ({A4,S}, {0,1} P, S), kus P sisaldab jargmised pro-
duktsioonid:

S — 041
P=<04— 0041

A—c¢

ad

Definitsioon 28. Lausevorm ¢ on grammatikas G vahetult tuletatav lausevormist o,
kui ¢ = yab ja v = yB6 (v,8 € V*) ning grammatika G produkisioonide hulk P
sisaldab produkitsiooni « — 3.

Vahetu tuletatavus on binaarne relatsioon stringide hulgal V*, mida tahistatakse
simboliga =>¢. Indeksi G voib ara jatta, kui kontekstist on selge, millise grammatika
suhtes tuletatavust vaadeldakse.

Naide 14. Naites 13 esitatud grammatikas kehtib seos S =3 0011. Toepoolest S =
0Al = 00A11 = 0011. Kasutades matemaatilist induktsiooni saab naidata, et gram-
matikas G saab lahtesiimbolist S tuletada n sammu jooksul séna 0711771, O

Definitsioon29. Grammatika G poolt genereeritav keel on hulk

L(G)=Aw|we X* s =" w}.
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Esituse luhiduse huvides kasutatakse allpool jargmisi tahistusi:

a,b,c,d,...janumbrimargid 0,1,...,9 -terminaalid;
A, B,C,D,... S - mitteterminaalid, kusjuures S on algsumbol;
U,V,...,Z - terminaalid voi mitteterminaalid;
— a,f,..., - stringid, mis voivad sisaldada nii terminaale kui ka mitteterminaale;
u,v, ...,z - ainult terminaalidest koosnevad stringid.

Toodud kokkulepped lubavad sageli grammatika esitamisel piirduda vaid produkt-
sioonide hulga maaratlemisega. Naiteks keele L = {a™b"c¢™ | n > 0} genereeriks gram-
matika (G, mille produktsioonide hulk

S — aSBC bB — bb
P — S — aBC bC' — be
2= )YCB — BC cC — cc
aB — ab

Naide 15. Grammatika G poolt genereeritava keele omaduste tSestamine.
Olgu grammatika G maaratud produktsioonidega

S —CD Ab— bA
C — aCA Ba — aB
C — bCB Bb—bB
AD — aD BD — bD
Aa — aA C—e¢

D — e

Viaidel. L(G) = {ww | w € {a,b}*}.
Vaite toestamiseks naitame kahe kuuluvusrelatsiooni kehtivust:

(@) fww | we {a,b}) € L(G)
ja

(b) L(G) C {ww | w € {a,b}*}.
Viidet (a) on lihtne téestada induktsiooni abil. Kdigepealt tuleb niidata, et

1. S=CD
2. n > 0 korral
C ="ciey...c,CX, X,1... X4
—— (C1C2.. .CanXn_l . .Xl,
kus 1 <@ < n korral ¢; = a parajasti siis, kui X; = A ja ¢; = b parajasti siis, kui
X; = B.

X, ... X X4 D = Xn...Xoe1 D
—=n-1 a1 X, ... XaD
e Can .. .X362D
—=n-2 c1coXn ... X3

— 0102...Cn_1XnD
= C1€9 .. .Cph_9Cy D
— C1Co .. .Cp

Kombineerides osavaiteid 1. - 3. saab naidata, et
S =* cicp ...Cpnc1Cy .. . Cp.

Seega kehtib vaide (a).
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Viite (b) toestus.
Defineerime kaks homomorfismi ¢ ja h, nii et
g(a)=a, g(b)=b ja g(A)=g(B)=¢
h(a) = h(b) =€, h(A)=a ja h(B)="5
Induktsiooni abil saab toestada, et iga m > 1 korral
S =" a=cies...c,UBY,

kus

— ¢ €{a,b}igai=1,2, ..., n korral;
— U on kas C vai ¢;
— [ on n stimboli pikkune string tahestikust {a, b, A, B}, nii et

g(ﬁ) =C1...C h(b) = Xan_l .. -Xi+1;

kusjuures X; = A, kuic; =aja X; = B, kui¢; =b, niiet ¢ < j < n;
— V on kas D voi e.

Kuna keelde L(G) kuuluvad vaid terminaalsed sonad, siis

L(G) € {ww | w € {a,5}"}.

Ulesannel. Millise keele genereerivad jargmised grammatikad:

- S—0
S —1
S — S0

- 5=
S —(9)
S—SS

- 55—
S—(9)
S — SSS

- S—0B
S— 14
A—0
A—0S
A— 144
B—1
B— 18
B — (0BB

Definitsioon 30. Grammatikat G = (S, N, P, S) nimetatakse

— O-tiddpi grammatikaks, kui talle pole seatud mingeid lisakitsendusi (vastava gram-
matikate klassi tdhis on Lo);
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— 1.-tuupi grammatikaks e. kontekstist soltuvaks grammatikaks, kui iga produktsiooni
a — B € P korral kehtib seos

0< Ja| < |81, (12)

vilja arvatud juhul, kui € € L(G), siis sisaldab produktsioonide hulk ihe elemendi,
mis el rahulda seost (12):

S —¢
(grammatikate klassi tahis on Ly );

2.-tuipi grammatikaks e. kontekstivabaks grammatikaks (lihendatult KV-gramma-
tikateks), kui iga produkisioon on kujul

A— w,
kus
AeN jaweV*
(grammatikate klassi tahis on Cs);

3.-titpi grammatikaks e. paremlineaarseks (vastavalt vasaklineaarseks) grammati-
kaks, kui koik produktsioonid on kujul

A—bC vot A—b
(vastavalt A — Cb voi A —b), kus A,C € N, b€ X vii b=e.

(Lineaarsete grammatikate klassi tihis on L3).

Omadusl. Ly D L1 DLy D L3
(Otsene jareldus definitsioonist 30).

3.5. Regulaarsed avaldised

3.5.1. Regulaarsed hulgad
Definitsioon31. Olgu X loplik tahestik. Regulaarseks hulgaks tahestikus X' nimetatakse

1. 0 (tihja hulka);

2. {e} (hulka, mis koosneb vaid tihjast sonast);

3. {a}, kus a € X;

4. hulkt PUQ, PQ ja QF, kut P ja Q on regulaarsed hulgad;

uhtegi hulka, mis pole konstrueeritav reeglite 1. - 4. pohjal, et nimetata regulaarseks.

Regulaarsete hulkade mugavamaks tahistamiseks kasutatakse nn. regulaarseid aval-
dist.

Definitsioon 32. Regulaarne avaldis on mddratletud jirgmiste rekursiivsete reeglitega

1. -5

1. 0 on requlaarne avaldis, mis tahistab tuhja hulka;
2. e on regulaarne avaldis, mis tihistab hulka {e};
3. a on regulaarne avaldis, mis tdhistab hulka {a}, kus a € X;
4. kui p ja q on regulaarsed avaldised, mis tahistavad vastavalt regulaarseid hulki P
ja @, stis on regulaarsed avaldised ka
— (p+4q) - tahistab hulka PUQ;
— (pq) - tdhistab hulka PQ);
— (p)* - tdhistab hulka P*;
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5. koitk muud avaldised et ole regulaarsed.

Jargnevas eeldatakse et regulaarse avaldise tehetest korgeima prioriteediga on ope-
ratsioon *, seejarel tuleb konkatenatsioon ning lopuks operatsioon +. Sulge tarvi-
tame jargnevas vaid seal, kus tehete jarjekord pole kooskolas loetletud prioriteetidega.
Avaldis pt on lilhend avaldise pp* esitamiseks.

Regulaarseid avaldisi loetakse vordseiks (=), kui nad tahistavad iht ja sama hulka.
Iga regulaarse hulga jaoks leidub teda esitav regulaarne avaldis.

Naide 16. Avaldis 01 esitab itheelemendilise hulga {01}.
Avaldis (¢ + b)(a + b+ 0+ 1)* esitab keele

L={cw|wée{a,b0,1}*ja(c=avdic=0b)}.
Avaldis (0 + 1)* esitab keele
L = {e,0,1,00,01,10, 11,000, ... }.
Avaldis (04 1)*001 esitab keele

L = {001,0001, 1001,00001, 01001, .. .}.
O

Lemma 1. Regulaarsed hulgad 0, {€} ja {a}, kus a € X, on paremlineaarsed keeled.
Toestus.

- G=(X,{S},0,95) on paremlineaarne grammatika tiihja keele £(G) = () genereeri-
miseks;
— G=(Z,{S},{S — €}, S) on paremlineaarne grammatika, mille korral

L(G) = {e}
- Gy = (Z{S},{S — a},5), kus ¢ € X on grammatika keele £(G,) = {a}

genereerimiseks.
a

Lemma2. Kui Ly ja Ly on paremlineaarsed keeled tdhestikus X, siis on paremline-
aarsed keeled ka

- L1 ULQ;
- L1L2 ja
— L.

Toestus. Vastavalt eeldustele leiduvad paremlineaarsed grammatikad

G1 = (Z, Nl,Pl,Sl) ja G2 = (E,NQ,PQ,SQ), nii et L1 = [,(Gl) ja L2 = L:(GQ)
Eeldame, et Ny N N3 = (). Konstrueerime grammatikad Gz, G4 ja G5 vastavalt keelte
Ly ULy, L1Ly ja LT genereerimiseks.

1. Olgu G = (¥, Ny UN; U {S3}, PLUP,U{Ss — 51,53 — Sa}, S3),
kusjuures S3 on uus mitteterminal S ¢ N1 U Na.
Iga sona w € L; korral leidub tuletus
Ss =>@, S1 =§, w,
kuna S; :>$1 w.
Iga sona w € Ly korral leidub tuletus
Sz =>g, S2 =§, w,
kuna S, :>22 w.

Toodud tuletustest jareldubki, et paremlineaarne grammatika G genereerib keele
[,(Gg,) = L1 ULs.
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2. Olgu grammatika G4 = (X, N1 U N3, P4, S1), kus produktsioonide hulk
P4IP2U{A—>GB|A—>CEBEP1}U{A—>GSZ |A—>CEEP1}

Kui S; =% w,siis ) =}, wSs.

Kui S :>32 x, sils S :>24 x.

Jarelikult Sy =& wa ja £(G1)L(G2) C L(Ga).

Vaatleme nuud tuletust S; :>22 w. Kuna Py ei sisalda tihtegi reeglit A — a € Py,
siis on viimane tuletus esitatav kujul

S :>24 xS :>24 Y = w.

Vastavalt grammatika G4 konstrueerimise reeglitele on alamsona z genereerimiseks
kasutatud hulga P, produktsioone ja alamsona y genereerimiseks hulga P> pro-
duktsioone.
Jarelikult L(G4) g ,C(Gl)ﬁ(Gg) l’lil’lg ,C(G4) = L1L2.
3. Olgu grammatika G5 = (X, N1U{Ss}, Ps, Ss) selline, et S5 ¢ N; ja produktsioonide
hulk
P5IP1U{A—>CLS5 |A—>aEP1}U{S5—>Sl,55—>€}.

Analoogiliselt juhtumiga 2 saab naidata, et
55 :\/gs @ElSS :\/25 $1I255 :>gs ... :gs 1o .. .In_155 :>+ 1o ...Zy

siis ja ainult siis, kui S :>21 Z1,...,51 :>21 Zp.
Jarelikult £(Gs) = L3,

Lemma 1 ja lemma 2 otseseks jarelduseks on jargmine teoreem.

Teoreem 3. Regulaarne hulk on genereeritav paremlineaarse grammatikaga.

3.5.2. Loplikud automaadid

Grammatika voi regulaarse avaldisega esitatud keele lausete genereerimise ulesandega
duaalne tilesanne on lausete aktsepteerimise ulesanne:

”Antud sona z ja grammatika G (vOi regulaarse avaldise «) pohjal teha kind-
laks, kas @ kuulub grammatika G poolt genereeritavasse (avaldisega o maaratud)

keelde”.

Regulaarsete hulkade aktsepteerimise iilesande lahendamiseks voib kasutada loplikku
automaati.

Definitsioon 33. Laplik automaat on viisik M = (X, Q, 8, Qo, ), kus

1. X - sisendtahestik;

2. @ - olekusumbolite loplik tahestik;

3. 6: X xQ — P(Q) - dleminekufunktsioon;

4. Qo C @ - lahteolekute hulk,

5. F CQ - loppolekute (aktsepteerivate olekute) hulk.

Kui|é(a,q) | =1igaa € X jaq € Q korral ja Qo = {qo}, nimetatakse loplikku
automaatt M deterministlikuks, vastasel korral mittedeterministlikuks.
Lopliku automaadi M = (X2, Q, 6, Qo, F') konfiguraisiooniks nimetatakse paari

(w,q) € 2" x Q.
Konfiguratsiooni kujul (w, qo), kus qo € Qo nimetatakse lopliku automaadi M ldh-

tekonfiguratsiooniks ning konfiguratsiooni (e,r), kus r € F loppkonfiguratsiooniks.
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Definitsioon 34. Lopliku automaadi tootakiiks nimetatakse binaarset seost - konfigu-
ratsioonide hulgal:

(aw, Q1) l_ (wa qZ)
kehtib parajasti siis, kui g2 € 6(a,q1).
Naide17. Olgu ¥ = {0,1}, @ = {g0,¢1} ning Qo = F = {qo}. Regulaarse hulga

((041)0*1)* aktsepteerib 16plik (deterministlik) automaat, mille iileminekufunktsioon
on esitatud jargmise tabelina:

— G a, a,

9, 9, %

Loplike automaatide esitamiseks kasutatakse ka graafilist meetodit:

0

Antud automaat on deterministlik.

Definitsioon 35. Lopliku automaadi M = (X, Q, 6, Qo, F') poolt aktsepteeritsv keel
T(M)={w|(w,q)F" (¢,7), 90 € Qo, r € F'}.
Teoreem 4. Iga lopliku automaadi poolt aktsepteeritav keel on paremlineaarne.

Téestus. Olgu T(M) 1opliku automaadi M = (X, @, 8, Qo, F') poolt aktsepteeritav keel.
Konstrueerime paremlineaarse grammatika G = (X, @, P, S), kus produktsioonide hulk

P={qg—aq |qd €é(a,q)}U{g—alb(aq) € F}U{S — qo|q0 € Qo}
Kasutades induktsiooni on lihtne naidata, et
g =g wq

parajasti siis, kui
(w,q) F* (e,¢).

Sellest jareldub, et S =* w parajasti siis, kui w € T(M). Kuna G on paremline-
aarne grammatika, siis T'(M) on paremlineaarne keel.
a

Teoreem 5. Iga lopliku automaadi poolt akisepteeritav keel on regulaarne hulk.
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Téestus. Olgu L = T(M) lopliku automaadi M = (X, ¢, 8, Qo, F') korral, kus
Q = {q0a qi1; - - qu}

Defineerime koigi stringide hulga, mis viivad automaadi M olekust g; olekusse g;:
Rij = {w | (w,q:) F* (¢, 45)}-
Kuna L = U{R;; | ¢; € Qo, ¢; € F'}, siis piisab tGestuseks naidata, et iga i,j < n
korral on hulk R;; regulaarne.
Hulga R;; regulaarsuse naitamiseks toome sisse abihulgad Rfj, mis koosnevad neist

stringidest, mille korral automaat M laheb olekust g; olekusse ¢;, ilma et vahepealsete
taktide jooksul labitaks olekuid gk, ¢x+1,.-- ., qn-

Markigem, et R?j ={a € X |qg; €6(gi,a)} on loplikud ja seega regulaarsed.
Teiselt poolt aga RZ‘H = Ryj.

Eeldame, et Rfj on regulaarne mingi k ja iga ¢, j korral.

Naitame, et Rfjﬂ on regulaarne suvalise 7 ja j jaoks.

Olgu s6na w € Rfjﬂ (vt. joonis). Siis on voimalikud kaks juhtu:

1. sona w analuusile vastav tee automaadi M graafis ei labi olekut g¢y;
. olek gj kuulub sonale w vastavale teele.

olekud g, kuni q,_,

Esimesel juhul w € Rfj, mis on eelduse pohjal regulaarne.

Teisel juhul w = wiws ... Wy, m > 2, nii et

wy vastab teele q1-st ¢x 1abi olekute hulgast {q1,...,qr-1};
wm vastab teele g-st ¢; labi olekute hulgast {¢1,...,qx-1} ja
wp(l < n < m) vastab teele gp-st gp-sse labi olekute {q1,...,qp-1}.

Seega teisel juhul

w € Ry, (RE)* R’l‘:]"
Jarelikult Rfjﬂ = RE; URE, (Rf,)” Rﬁj ning induktsiooni eeldusest
jareldub, et ka Rfjﬂ on iga 7 ja j korral regulaarne.

ad

Teoreem 6. Iga paremlinecarne keel on akisepteeritav (mittedeterministliku) lopliku
automaadi abil.

Toestus. Olgu keel L genereeritav paremlineaarse grammatikaga G = (X, N, P, S).
Moodustame lopliku automaadi

M =(Z,NU{F},6{S},{F}),

kus
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- F¢N;
— B € é(a, A) parajasti siis, kui A — aB € P;
— I € 6(a, A) parajasti siis, kui A — a € P.

Induktsiooni abil on lihtne naidata, et
S = wA —=¢ waB =, waw'C =g waw'b
parajasti siis, kui automaadi M jaoks
(waw'bS) H* (aw’b, A) F (w'b, B) F* (b,C) F (¢, F).

Seega L = T(M).
a

Teoreem 7. Iga mittedeterministliku lopliku automaadi N jaoks leidub selline deter-
ministlik loplik automaat M, nii et T(M) =T(N).

Téestus. Olgu N = (X, Q, 6, Qo, F'). Moodustame deterministliku automaadi
M=(2,Q,¢, Qp F), kus

- Q' =P(Q);

&'(a,p) = Ugep {8(a,q) };
Qo =129 € Qo};

P ={q]q€Q,qNF #0}.

Toodud konstruktsiooni tingimusest 2 jareldub, et automaadi N korral kehtib

S o N

(aw,p) F (w,q") e. ¢ € é(a,p)
parajasti siis, kui automaadi M korral
(aw, P)F (w, Q)

ning p€e PjaqgeqQ.
Induktsiooni abil saab lihtsalt naidata, et T(N) = T(M).

Naide 18. Olgu antud mittedeterministlik 16plik automaat:

Kasutades teoreemi 7 toestuses esitatud konstruktsiooni ning elimineerides seejarel
liigsed olekud, saame eeltooduga ekvivalentse deterministliku lopliku automaadi.
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Teoreem 8. Jargmised kolm vaidet on ekvivalentsed:

1. L on regulaarne hulk;
2. L on paremlineaarne keel;
3. L on aktsepteeritav deterministliku lopliku automaadi abil.

Toestus. Otsene jareldus teoreemidest 3 - 7. Kui kasutada jargmisi tahistusi

R - regulaarsed hulgad

L3 - paremlineaarsed keeled

N A - mittedeterministlike automaatidega aktsepteeritavad keeled
DA - deterministlike automaatidega aktsepteeritavad keeled,

voib eelmised teoreemid graafiliselt esitada jargmise diagrammi abil.

T5. NA
/ T.7.
L

Teoreem 9. (Tarvilikkuse tingimus keele regulaarsuseks). Olgu deterministlik l6plik
automaat, millel on n olekut. Iga séna z € T(M), mille korral | z | > n on esitatav
kujul z = wvw, nii et iga j > 0 korral wv’w € T(M).

Toestus. Automaadi M kaitumist simboli a skaneerimisel voib graafiliselt esitada kujul

a
kui 6(a, p) = q.
Sona z = ay, as, ..., a; aktsepteerimine on esitatav graafina



Kui |z | > n, peab toodud jadas mdni olek esinema korduvalt. Olgu selliseks olekuks
r. Jarelikult saab automaadi esitada kujul

}_K o1 A

q0 <I'> q|k
a...a
| ]

Valime niiid v = a1 ...a;-1, v = @;...a; Ja W = aj41...a;. Lihtne on naha, et
keelde T(M) kuuluvad sénad uw, uvw, vvvw, uvvvw, ...

Teoreem 9 voimaldab sageli lihtsalt ndidata, et teatud keel ei ole regulaarne (parem-
lineaarne).

Naide19. Keel L = {0"1" | n > 1} ei ole paremlineaarne. Oletame, et see keel on
regulaarne. Siis kullalt suure n korral 0"1" = wvw nii, et sonad uv*w, ¢ = 0,1,2,...

oleksid kujul 0™1™. Kui v sisaldab vaid iiht tahte (v = 0% véi v = 1*), siis sénas

uv’w = uw ei ole nullide ja iihtede arv enam vordne, kui aga v sisaldab molemaid, ei

ole sonas uvvw koik nullid enne uhtesid.

Jarelikult L & Cs.

Jareldus1. Sisalduvus L3 C L5 on range.

3.6. Kontekstivabad grammatikad

Lihtsa KV-grammatika naitena vaatleme kahte produktsiooni sisaldavat grammatikat.
S — 051

S — 01.

See grammatika genereerib keele L = {0"1" | n > 0}. Jarelikult L € Lo, Naitest 19
selgub aga, et L & L3.
KV-keelte omaduste analtiisimisel kasutatakse sageli siintaksipuid.

3.6.1. Suntaksipuud

Iga jarjestatud puu 7" = (A4, R), mille tippude margistus on antud kujutusega f, on
esitatav termina vastavalt reeglitele:

— kui @ € A on puu T terminaalne tipp, siis margend M = f(a) on term;
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— kui @ € A on puu T mitteterminaalne tipp margendiga M = f(a), mille vahetuid
alampuid, loetletuna vasakult paremale, tahistavad termid ¢4, ..., %,, siis on avaldis
M(t1,...,ty) term, mis tahistab puu 7" alampuud juurega a.

Toodud term on saadav puu eesjarjekorrast lrep(7"), asendades selles tipud neile
vastavate margenditega.

Puu T krooniks Kr(T) nimetatakse stringi, mis saadakse tema terminaalsete tip-
pude margenditest, kirjutades need jarjestikku alates koige vasakpoolsemast ning 1ope-
tades parempoolseimaga. Lahtudes puud esitavast termist saab tema krooni, kui kus-
tutada termist koik need margendid, millele jargneb vahetult avanev sulg ning seejarel
koik sulud ja komad.

Naide 20. Puud t:

c D d

esitab term t = S(A(a,b), B(C(c, D,d))), mille kroon Kr(t) = abeDd.

a

Situatsioonis, kus meid ei huvita puu ¢ sisemised tipud, kasutame tema tahistusena
termi A[Kr(t)], kus A on puu ¢ juure mérgend. Eelmises niites toodud puu t&histame
sel juhul termiga S[abeDd].

Puus t; terminaalse tipu A asendamist puuga 75, mille juur on margendatud
stimboliga A, tdhistame t = ¢ {A/t5}. Lihtne on nédha, et kui ¢; = S[aAy] jats = A[f],
siis t = S[afy].

Puud, mis koosneb vaid juurest ning terminaalsetest tippudest, nimetame edaspidi
elementaarpuuks.

Iga puu 7" on tiheselt esitatav oma elementaarpuude nimistuga £(7). Naites 20 on
esitatud puu t elementaarpuude korteez

E(t) =< S(A, B), A(a,b), B(C), C(c, D, d) >

Korteezidevaheliste ning korteezide ja elementide vaheliste kuuluvusseoste esita-
miseks kasutame hulgateooria tahiseid. Seega, kui o ja § on korteezid ning « element,

kasutame tahistusi
z € o — =z on korteezl o elemendiks

a C  fB— a on 3 alamkorteez, e. seosest x € « jareldub, et x € 3

Margendatud jarjestatud elementaarpuid voib kasutada KV-grammatika produkt-
sioonide esitamiseks:

puu A(z; . ..z,) kujutagu produktsiooni A — z; ...z,. Asjaolu, et elementaarpuu
r esitab produktsiooni p tahistame r — p.

Definitsioon 36. Suntaksipuuks KV-grammatikas G = (X, N, P, S) nimetatakse mdr-
gendatud jdrjestatud puud t, kui iga v € E(t) korral R— p,p € P.
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Naide 21. KV-grammatikas G = ({a,+,%,(,), },{E,T, F'}, P, E), kus

F—FE4+T T —F
P=<{ F—T F—>(E)
T —1Tx%xF F—a

on suntaksipuu

E

T 0 F.

F ¢  E_ )

a E + T
T F
F a
a

Termina oleks see puu kujul
t = E(T(T(F(a),* I'((, E(E(T(F(a))), +,T(F'(a))),))))-
Kroon Kr(t) = a* (a4 a). See puu véib olla esitatud kujul

Ela* (a+ a)]
a

Teoreem 10. KV-grammatikas G = (X, N, P, S) on mitteterminaalist A € N tuletatav
lausevorm « parajasti siis, kui grammatikas G leidub siniaksipuu Ala].

Toestus.

Tarvilikkus. Kui string o on tuletatav 0 sammuga, siis « = A (A =" A) ning
sellisele tuletusele voib vastavusse seada tihest tipust (mérgendiga A) koosneva puu
A[A]. Kuna antud juhul E(A[A]) = 0, on tegu slintaksipuuga.

Oletame, et igale tuletusele B ==* 3 seatakse vastavusse siintaksipuu B[3]. Iga
(k + 1)-sammulise tuletuse

A= ’le’)/Q :>k ’ylﬁ’yg =«

korral leidub grammatikas G produktsioon A — ;1 B7ys, mis on esitatav elementaar-
puuna A(¥,, B,7,), kus ¥, tahistab stringi 1 koosseisu kuuluvate siimbolite loetelu.
Jarelikult saab moodustada stintaksipuu A(¥,, B[8],7,) = Ala].
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Piisavus. Olgu antud siintaksipuu A[A], mis koosneb vaid iihest tipust A, siis talle
vastav tuletus on A =0 A.

Oletame, et kdigi nende siintaksipuude A[a] jaoks, mille termis on k avavat sulgu,
on olemas tuletus A —=* «.

Olgu siintaksipuu Afa] termis k+1 avanevat sulgu. Valime neist tihe (mitte esimese)
ning eraldame termist valitud sulule vastava alamtermi. Valjaeraldatud alamtermi
asemele kirjutame lahtetermi valitud sulule eelneva mitteterminaali.

Graafiliselt voib kirjeldatud teisendust esitada jargmiselt:

/'[1: (...B..)
t=A(...B(.)..) \
=B(...)

Termid #; ja t esitavad stintaksipuid A[y;B7yz2] ning B[F] grammatikas G, sest
nad koosnevad endiselt produktsioonidele vastavatest elementaarpuudest. Paneme see-
juures tahele, et a = 1 07,. Teiselt poolt sisaldavad molemad termid vahem kui &
avanevat sulgu ja seega leiduvad tuletused A =* 1By, (B € Kr(t1), sest ta asendab
terviklikku alamtermi ning talle ei saa jargneda avanev sulg) ja B =* §. Jarelikult
saab grammatikas G esitada tuletuse

A =" ’}/1372 =" ’)’1ﬁ’)’2 = «.
O

Definitsioon37. Tdielikku suntaksipuud t (s.o. suntaksipuud, mida ei saa laiendada
- puu juur on margendatud grammatika lahtesimboliga ja koik lehed on mdrgendatud
terminaalidega), mille kroon Kr(t) = z € X* nimetatakse sona x tuletuspuuks.

Teoreemist 10 jareldub, et sona @ kuulub keelde £(G) parajasti siis, kui grammatikas
G leidub tuletuspuu ¢, nii et Kr(?) = z.

Teoreemi 10 tarvilikkuse toestuses esitatud konstruktsioon voimaldab igale tule-
tusele grammatikas G uheselt leida vastava tuletuspuu. Tuletuspuu naitab, millistes
grammatilistes seostes on genereeritava lause litkkmed ning on uhtlasi ka lause seman-
tika e. tahenduse valjendajaks. Juhul kui lausele saab ehitada mitu tuletuspuud, on
lausel ka reeglina mitu erinevat tahendust. Programmeerimiskeelte korral, kui noutakse
tekstide uhetahenduslikkust, peab igal lausel olema vaid tiks tuletuspuu.

Teatud juhtudel on KV-keele lausetel mitu erinevat tuletust ning sellega kaasneb
ka erinevate tuletuspuude olemasolu. Naiteks, kui grammatika on maaratud produkt-
sioonidega

S — SaS
S — SbS
S—0
S —1
S —2

saab sona 0a1b2 jaoks koostada vasaktuletuse (igal tuletuse sammul teisendatakse koige
vasakpoolsemat mitteterminaali):

S = SaS = 0aS = 0aSbS — 0albS — 0alb2.

Vastav tuletuspuu omab kuju
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1 2

Sama sona paremiuletus (igal sammul asendatakse kodige parempoolsem mitteter-
minaal) saadakse tuletus jargmiselt:

S = SbS = Sb2 = SaSh2 = Salb = 0alb2.

Vastav tuletuspuu oleks erinev eelnevast:

TN
JN

Definitsioon 38. KV-grammatikat G, mille korral leidub sonal x € L(G) mitu erine-
vat tuletuspuud, nimetatakse mitmeseks.

Teatud mitmeste grammatikate korral leidub ekvivalentne iithene grammatika (isegi
kui tihel sdnal on mitu erinevat tuletust, vastab neile koigile iiks ja seesama tuletuspuu).
Viimatiesitatud grammatika saab teisendada kujule

S — SaA A — SbA
S—0 A—2
S —1

Sel juhul on nii vasaktuletuse
S = SaA = 0aA = 0aSbA = 0albA = 0alb2
kui ka paremtuletuse
S = SaA = SaSbA = SaSh2 = Salb2 = 0alb2

korral tegu iihe ja sama tuletuspuuga
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Definitsioon39. KV-keelt L, millel leidub dhene genereeriv grammatika G (L =
L(G)) nimetatakse tiheseks, vastasel korral mitmeseks.

Viimatinimetatud keel on naiteks uhene. Mitmese kontekstivaba keele naitena voib
tuua hulga
L={a™b"c |n=mvéim=1}.

Toodud naidetest voib jaada ettekujutus, et mitmese keele korral saab soovitud
tuletuspuu, kui kasutada mngit kindlat tuletusmeetodit (nait. vasak- voi paremtule-
tust). Nii see siiski pole.

Igal sénal z € £(G) leidub grammatikas G vasaktuletus (paremtuletus). Iga tule-
tuse saab asendada vasak- voi paremtuletusega, muutes genereerimisel produktsioonide
kasutamise jarjekorda. Veendumaks, et produktsioonide kasutamisjarjekorra muutmine
el mojuta tuletatava sona kuju, vorrelge kahte jargmist tuletust:

S =" a1 AB1By1 = a1 Af16171 =" a2 ABabays = aatpr fabays =" 2
ja
S =" a1 Af1 By1 = any1 1By =" aa1faByr = anip1fabay, =" .

Seega on grammatika iihesuse (mitmesuse) definitsioon (Def.39) ekvivalentne jarg-
mise maaratlusega.

Definitsioon40. KV-grammatike G on ihene, kui ei leidu sona x € L(G), nii et tema
erinevad vasaktuletused (paremtuletused) omaksid erinevaid tuletuspuid.

Naide 22. Mitmese KV-grammatika

S — SbS
S — SaS

S—c
korral leidub sonal cacbc kaks erinevat vasaktuletust:
S = SaS = caS = caSbS — cacbS = cacbe
ja
S = SbS = SaSbS = caShbS = cacbS = cacbe.

Neile tuletustele vastavad ka erinevad tuletuspuud.
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3.6.2. KV-grammatikate teisendamine

Kaesolevas alajaotuses vaatleme teisendusi, mis voimaldavad suvalist KV-grammatikat
lihtsustada ning viia ta standardsele kujule.

Algoritm1. (Kas keel £(G) on tiihi?).

Sisend: KV-grammatika G = (X, N, P, S).

Viljund: ?JAH”, kui £L(G) # 0, ”EI” vastasel juhul.

Meetod: Konstrueerida rekursiivselt hulgad Ny, Ny, ... vastavalt punktidele 1 - 3:

No:=0jai:=1;

Ny =N U{A|A—a€P ae (Ni_1 UX)};

Kui N; # N;_1, siis i := ¢ + 1 ja jatkata p.2.;

Kui S € N, siis stop ("JAH”), vastasel juhul stop (*EI”).

N e

a
Algoritmi 1 ajaline keerukus on O(n), kus n=| P |.
Sumbolit x € N U X nimetame saavutamatuks KV-grammatikas G, kui el leidu
tuletatavat lausevormi a = X7y, s.t. =(S =, X7).

Algoritm 2. (Saavutamatute siimbolite elimineerimine).
Sisend: KV-grammatika G = (X, N, P, S).
Viljund: KV-grammatika G' = (X', N, P/, S), nii et

- L(G') = L(G);
— iga X € N' U X' korral leiduvad stringid o, 8 € (N' U Z')*, nii et S =7 a X .

Meetod:

1. Vo :={S}jai:=1;

2 Vi={X|A—a€eP AcVi_1} UVi_q;

3. kui Vi # Vi_q, siis i := i+ 1 ja jatkata p. 2,
vastasel juhul

N :=V,NN;

Y=vinx

P={A—a|A—a€eP, AeN', ac (N UX)}

G = (¥ N, P',S);
4. stop (G').

O

Algoritmi 2 ajaline keerukus on O(n).

Stimbolit X € N U X nimetame kasutuks KV-grammatikas G = (X, N, P, S), kui ei
leidu tuletust

S = wXy = wey,

kus w,z,y € X*.

Algoritm 3. (Kasutute siimbolite elimineerimine)

Sisend: KV-grammatika G = (X, N, P, S), nii et E( )£ 0.

Viljund: KV-grammatika G’ = (2, N’, P', S), nii et E(G) L(G) ja hulk X' U N’ ei
sisalda kasutuid sumboleid.

Meetod:

1. Kasutades algoritmi 1 konstrueerida hulk N, ning Gy := (N N N,, X, P;, S), kus
PP={A—a|A—a€cP, ae (N UD)}

2. Rakendades grammatikale G; algoritmi 2, konstrueerida G’ = (X', N, P/, S);

3. stop (G').
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Naide 23. Vaatleme KV-grammatikat produktsioonidega

S —a
S— A
A— AB
B—b

Kuna antud juhul N = {S, B}, siis algoritmi 3 p.1 tulemuseks on grammatika
G2 = ({a,b}, {S,B}, {S—0a, B—b}, 5).
Rakendades viimasele algoritmi 2 saame
Vo =Vi ={S,a}

ning

G'=({a}, {S}, {§ —a}, 9).

e-reegliks nimetame produktsiooni kujul A — e.

KV-grammatikat G = (X, N, P, S) nimetatakse e-vabaks, kui
1. P ei sisalda e-reegleid voi
2. P sisaldab parajasti ihe S-reegli S — € ning lahtesumbol S ei sisaldu
uhegi produktsiooni paremas pooles.

Algoritm4. (e-reeglite elimineerimine).

Sisend: KV-grammatika G = (X, N, P, S).

Viljund: Grammatikaga G ekvivalentne KV-grammatika G' = (X, N, P/, S), milles
pole e-reegleid.

Meetod:

1. Analoogselt algoritmidele 1 ja 2 konstrueerida hulk N, = {A | A =% €}
2. Konstrueerida hulk P’ jargmiselt:
(a) Kui A — aoBia1Byay...Bray € P k> 0ja B; € N, iga 1 < i < k korral,
kuid tikski stringide «;(0 < j < k) simbol ei kuulu hulka N, siis lilitada hulga
P’ koosseisu koik reeglid kujul

A— aoXlangag .. .Xk()tk,

kus X; on kas B; voi €, valjaarvatud produktsioon A — ¢;

(b) Kui S € N, siis liilitada hulga P’ koosseisu produktsioonid
S — S
S — ¢,

kus S’ on uus mitteterminaal (s.t. N' := N U {S'}),
vastasel korral N’ := N, S .= S

3. G =(X,N', P, S");

4. stop (G").

Naide 24. Rakendades algoritmi 4 grammatikale

S — aSbS
S — bSaS

S — ¢,
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saame tulemuseks:

S — ¢ S — abS
S'— S S — ab
S — aShS S — bSa
S — bSaS S — baS
S — aSh S — ba

Algoritm 5. (Ahelproduktsioonide elimineerimine).

Sisend: e-vaba KV-grammatika G = (X, N, P, S).

Viljund: Grammatikaga G ekvivalentne KV-grammatika G' = (X, N, P, S), milles
pole ahelproduktsioone.

Meetod:

1. Iga A € N jaoks konstrueerida hulk Ny = {B | A =* B} jargmisel viisil:
(a) No:={A}jai:=1;
(b) N; i +N;_1 U{C | B—CeP, Be Nz’—l};
(¢) kui N; # N;_q, siis i := +1 ja jatkata p. (b),
vastasel juhul N4 := N;;
2. Konstrueerida hulk P’ jargmiselt: kui B — « € P pole ahelproduktsioon, lilitada
hulga P’ koosseisu produktsioon A — « koigi selliste A € N jaoks, et B € Ny;
3. ' =(X,N, PS5,
4. stop (G').

Naide 25. Vaatleme KV-grammatikat aritmeetiliste avaldiste genereerimiseks:

EFE—FE+T T —TxF F— (E)
E—1T T —F F—a

Rakendades sellele grammatikale algoritmi 5, konstrueerime koigepealt hulgad Ng =
{E,T,F}, Np ={T,F}ja Np = {F} ning teisendame seejarel grammatika kujule

EFE—FE+T T—TxF F— (F)
E—Tx%xF T—>(E) F—a
E— (F) T —a

EF—a

ad

Definitsioon41l. KV-grammatikat G = (X, N, P,S) nimetatakse redutseerituks, kui
ta ei sisalda tsikleid (ei saa moodustada tuletusi A =+ A, A € N), e-reegleid ja
kasutuid sumboleid.

Teoreem 11. Iga KV-keele L jaoks leidub selline redutseritud KV-grammatika G, nit
et L(G) = L.

Iga KV-grammatika G on redutseeritav, kasutades algoritme 1 - 4.

3.6.3. KV-grammatikate normaalkujud

Olgu KV-grammatikas G = (X, N, P,S) produktsioon A — aBf, kus B € N ja
a,f € (¥ UN)*. Lisaks eeldame, et hulk P sisaldab produktsioonid B — v;, B —
Y2, ..., B — g, mille vasak pool on mitteterminaal B. Moodustame uue KV-gram-

matika G' = (X, N, P, S), kus
P’ = (P\{A B O[Bﬁ}) U{A — O"Ylﬁa A— aﬂyZBa"'a A— a7k6}
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Lemma3. £(G)= L(G).
Toestus. Olgu grammatikas G tuletus, milles kasutatakse produktsiooni A — aBf:
S =" r1Ay1 = maBPy1 =" 23 Bys = 2275y,
siis on grammatikas G’ moodustatav tuletus
S =" 11 Ay = z107:fy1 =" T2%iys.

Vastupidine tuletustevaheline teisendus on analoogiline.
a

Definitsioon42. KV-grammatike G = (X, N, P,S) deldakse olevat Chomsky nor-
maalkujul (binaarsel normaalkujul), kui iga produktsioon hulgas P on dhel jirgmistest
kujudest:

1. A— BC, kus A,B,C € N;

2. A—a, kusa e X;

3.8 — ¢, kui € € L(G) ja grammatika lihtesumbol S ei esine produkisioonide pare-
mal poolel.

Algoritm 6. (Grammatika teisendamine Chomsky normaalkujule).
Sisend: Redutseeritud KV-grammatika G = (X, N, P, S).
Viljund: KV-grammatika G = (X, N'P’|S) Chomsky normaalkujul, kusjuures

L(G) = L(G").
Meetod:

1. Plr={A—a|A—a€P ae J}U{A— BC|A— BCEP,
BCeN}U{S —¢c|S—ce P}

2. Iga produktsiooni A — X;...X; € P korral, kus k£ > 2 tdiendada hulka P’:
P=PU{A—X{<Xq.. X ><Xo.. . Xp > X< X5.. X, >, ...,
< Xpo1Xp >— X, X} }, kus X! = X, kul X; € N ja X; - uus mitteterminaal,
kui X; € X, < X; ... X > on uus mitteterminaal;

3. PP=PU{A— XX} |A—X1Xo€PjaX, €PvoiXy€EX
kusjuures X| ja X/} omavad sama tahendust nagu p.2;

4. Iga uue mitteterminaali a’ jaoks, mis toodi sisse sammude 2 ja 3 taitmisel, lisada
hulka P’ produktsioon @’ — a;

5. Konstrueerida hulk N’ lisades hulgale N koik sammude 2 ja 3 taitmisel lisatud
uued mitteterminaalid ja G' = (X, N', P/, S);

6. stop (G').

Naide 26. teisendades Chomsky normaalkujule KV-grammatika

S — aAB A—a
S — BA B — AS
A — BBB B—b

Kasutusele votame uued mitteterminaalid:

Ay - sumboli a tahistamiseks produktsioonis S — aAB;
B; - alamstringi AB tahistamiseks;
B, - alamstringi BB tahistamiseks.

Tulemuseks saame grammatika
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S—>AlBl A—a A1—>(1
S — BA B — AS B, — AB
A — BB, B—b B, — BB
O

Teoreem 12. Iga KV-grammatika G on teisendatav temaga ekvivalentseks grammati-
kaks G' Chomsky normaalkujul, kasutades algoritmi 6.

Toestus tugineb otseselt lemmale 1.

Definitsioon43. ¢-vaba KV-grammatika G = (X, N, P,S) on Greibachi normaalkujul,
kui koik produktsioonid (v.a. S — ¢, kui selline esineb hulgas P) on kujul A — aw,
kusa € X jaa € N*.

Mitteterminaali A nimetame rekursiivseks, kui A =1 aAf. Kui a = ¢, siis 4 on
vasakrekursiivne, kui § = ¢, siis A on paremrekursiivne.
Iga produktsiooni kujul A — « nimetame A-produktsiooniks.

Lemmad4. OlguG = (X, N, P,S) KV-grammatika, mille kdikideks A-produktsioonideks
on

A—>A(11
A—>A(12

A— Aoy,
A— B
A — B

A I ﬁna
kus mitte ukski 3;-dest ei alga A-ga.

Olgu G' = (X, N U{A'}, P",S), kus A" on uus mitteterminaal ning P’ on saadud
hulgast P koigi A-produktsioonide asendamisel produkisioonidega

A—>61 A’—>a1

A — B, A — ayy,
A— A A — ay A
A— B A A — o, A

Siis £(G") = L(G).

Toestus. Kasutades grammatikas G vasaktuletust, saab A-produktsioonide alusel tule-
tada regulaarse avaldisega (8)1 + ...+ fn)(a1 + ... + ap)* maaratud lausevorme.
Sama hulga saab tuletada grammatikas G’; kasutades algulitht A-produktsiooni ning
seejarel teatud arv kordi A’-produktsiooni. Seega £(G) C L(G"). Vastupidine sisaldu-
vus toestatakse analoogiliselt, lahtudes paremtuletusest grammatikas G”.

a

Algoritm 7. (Vasakrekursiooni elimineerimine)

Sisend: Redutseeritud KV-grammatika G = (X, N, P, S).

Viljund: Ekvivalentne KV-grammatika G’ = X, N', P’ S), milles pole vasakrekursiiv-
seid produktsioone.
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Meetod:

1. Olgu N = {A;,..., A,}. Teisendame grammatikat nii, et produktsioonis 4; — «
algaks string o kas terminaaliga voi mitteterminaaliga A;, kusjuures j > 1. Selleks
1:=1;

2. Olgu A;-produktsioonide hulk grammatikas G

Ai — Aial
Ai — Aiam
A — [
Ai I ﬁpa

kus iiks stringidest 3; algab Ax-ga, kui k£ < 1. Asendame need reeglid uute reeglitega,
tuues thtlasi sisse ka uue mitteterminaali A’:

A — B Al — oy

A — B Al — ap
Ai — ﬁlA; A; — (XlA;'
Ai — BpAl Al — ap Al

3. Kui ¢ = n, siis stop (G'), vastasel juhul i := i+ 1, j :=1;
4. Asendada iga reegel A; — A; o reeglitega

Aj — B

Ai I ﬁma;

kus A; — £1,..., Aj — Bm on grammatika G koik Aj-reeglid;
5. Kui j =7 — 1, jatkata p. 2, vastasel juhul j := 5 + 1 ja jatkata p. 4.

Teoreem 13. Iga KV-keel on genereeritav mitte-vasakrekursiivse grammatikaga.

Toestus. Piisab toestada, et algoritm 7 tulemus on mitte-vasakrekursiivne grammatika.
(L(G) = L(G"), kuna algoritmis 7 kasutatakse lemmades 1 ja 2 vaadeldud teisendusi).
Pustitame kaks vaidet:

A. Parast sammu 2 algab iga A;-produktsiooni parem pool terminaaliga voi
mitteterminaaliga Ay, kus k > 4.
B. Parast sammu 4 algab iga A;-produktsiooni parem pool terminaaliga voi
mitteterminaaliga Ay, kus k > j.

Niaitame, et vaide A kehtib koikide ¢ < n korral (sellest piisab ka kogu teoreemi
toestuseks) ja vaide B kehtib koikide paaride (2, j) jaoks, kus j < i < n ja i.j (vajalik
vaite A tdestamiseks).

Viidete A ja B parameetrid ¢ ja (4, j) esinevad algoritmi t66 kéigus jargmise korra
jargi:
1,(2,1),2,(3,1),(3,2),3, (4, 1), (4, 2), (4, 3),5,(5, 1), ..., (n, n-1), n.

Toestame vaited A ja B induktsiooniga selle rea jargi.
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Baas: i = 1 korral on vaide A toene, kuna sumboliga A; el saa alata tkski stringidest
Bi,...,08p.

Samm: Oletame, et viited A ja B on tdesed parameetrile (i,j) eelnevate vaartuste
korral. Kuna j < ¢, siis induktsiooni eelduse pohjal on vaide A toene j jaoks. Seega
sammul 4 algavad f1,..., B, terminaalidega voi Ay, kus & > j. Parast sammu 4
I6ppemist on 1, ..., B Ai-produktsioonide prefiksiteks. Seega on B téene paari (¢, j)
jaoks.

Kui eeldada, et A ja B on toesed iga parameetri jaoks, mis eelneb i-le, saab analoogselt
naidata, et ka vaide A kehtib 7 korral.

Niisiis vaitest A jareldub, et Aj, Ay, ..., A, pole vasakrekursiivsed. Samuti pole
vasakrekursiivsed sammul 2 sissetoodud stimbolid Af. Viimane jareldub sellest, et gram-
matika G redutseerimise tottu pole ukski aq, ..., a,, tihi sona.

a

Naide 27. Vaatleme algoritmi 7 t66d grammatika

A — BC A—a
B—CA B — Ab
C — AB C —CC C—a

korral.
Kui valida A1 = A, Ay = B ja A3 = C, on algoritmi 7 sammude 2 ja 4 jarel
grammatika jargmine (kirjas on vaid muudetavad produktsioonid):

Samm 2,7 = 1: grammatika el muutu
Samm4,i =2 j=1:B— (CA, B— BCb, B— ab
Samm 2,7 = 2: B—CA B—ab, B— CAB', B — abB’,

B — Cb, B — CbB’
Samm4,i=3,j=1:.C — BCB,(C —aB, C — CC,C —a
Samm4,i=3,j=2:.C — CACB, C — abCB, C — CAB'CB,

C — abB'CB,C —aB,C — CC,C —a
Samm 2,: = 3: C — abCB, C — abB'CB, C — aB, C — a,

C — abCB(C', C — abB'CBC', C — aB(",

C —aC',C'— ACBC', ' — AB'CBC(,

C —Cc,C— ACB,C" — AB'CB, "' — C

a
Naide 28. Aritmeetilise avaldise grammatika
FE—E+T, E—T,T—TxF,T—F F—a FF — (FE)
korral annab algoritm 7 tulemuseks
E—T E—TE
FE — 4T B — 4+TE'
T —F T — FT'
T — xF T — «F1T"
F— (E) ' —sa.
a

Lemma. Kui KV-grammatike G = (X, N, P, S) on mittevasakrekursiivne, siis leidub
mittetrminaalide hulgal N jarjestus, nit et A— Ba € P —= A< B.

Algoritm 8. (KV-grammatika viimine Greibachi normaalkujule).
Sisend: Mitte-vasakrekursiivne KV-grammatika G = (X, N, P, S).
Viljund: Grammatikaga G ekvivalentne KV-grammatika G’ Greibachi normaalkujul.
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Meetod:

1. Konstrueerida vastavalt lemma 5 mitteterminaalide hulgal N selline jarjestus <,
nii et iga A-produktsiooni parem pool algab terminaaliga voi mitteterminaaliga B,
kusjuures A < B;

2. 1:=n—1;

3. Kui ¢ = 0, siis samm 5,
vastasel juhul asendada produktsioon A; — A;a, kus j > i, reeglitega

A — B

Ai I Bma:

kus A; — f1,..., Aj — Bm on kéik A-produktsioonid grammatikas G. (Lihtne
on néha, et f1,..., By algavad terminaaliga);
4. 1:=1—1 ja poorduda tagasi p. 3 juurde;
5. Niiid algab kéigi produktsioonide parem pool (v. a. S — ¢, kui selline tildse esineb
keeles) terminaaliga.
Igas produktsioonis A — aX; ... X, asendada X; € X uue mitteterminaaliga X]’»;
6. Iga eelmisel sammul lisatud mitteterminaali X]’» jaoks lisada produktsioonid
Xj — Xj.
a

Teoreem 14. Iga keele L jaoks leidub grammatika G Gretbachi normaalkujul, nii et

L(G)=L.
Naide 29. Rakendame algoritmi 8 naite 28 tulemusele, valides jarjestuse
E'<E<T <T<F

Saadav grammatika oleks kujul

E— (EE, T — (EE;
EF—a T —a
E— (EELT T — EET
L — aT’ T — aT’
E— (EELE T — «F

E — ol T — xFT'
E— (EENT'E F—FFE;
E — aT'E' EF—aua

BE — 4T E, —>)

E — 4+TE

3.7. Kontekstivabade keelte stintaksanalusi algoritmid
Siintaksanaliiiisi ilesande korral on antud keelt genereeriva grammatika G = (X, N, P, S)

pohjal tarvis otsustada, kas séna w kuulub keelde L(G) v3i mitte. Jargnevalt vaatlemegi
moningaid algoritme nimetatud iilesande lahendamiseks KV-grammatikate korral.
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3.7.1. Earley’ algoritm

Earley’ algoritm puuab suntaksanaltusi ulesande lahendamiseks ehitada sona w vasak-
tuletust. Grammatika G produktsiooni A — v voib olla kasutatud sona w = 1 ... 2z,,
kus z; € X, vasaktuletuses vaid siis, kui leidub tuletus

S =" x...2;A6.

Oletame, et son v koosneb alamsonadest « ja 3, s.t. v = af. Sellise tapsustuse korral
saab produktsiooni A — v kasutatavuse tervikliku tingimuse esitada tapsemalt: antud
juhul peab leiduma tuletus

S="21...0;,A6 = x1...z0f0 =" x1.. . 2241 ... 2; 6. (13)

Paneme tahele, et sellise tuletuse olemasolu pole piisav, et sona w oleks tervikuna
tuletatav, sest terminaalse stringi ;41 ...%, tuletatavus lausevormist o pole garan-
teeritud.

Earley’ algoritmis moodustatakse massiiv ||I;;||, mille elementideks on nn. punk-
tiga produktsioonide hulgad. Nimelt kuulub produktsioon A — «.3 elemendi I;;
koosseisu parajasti siis, kui sona w = z1 ...z, vasaktuletuse voib ehitada osatuletuse
(13) jatkamise teel. Sona w kuulub keelde £(G), kui produktsioon S — v. kuulub
elementi /g .

Algoritm9.

Antud: e-vaba KV-grammatika G = (X, N, P, S)

jastringw==x;...2, € X*

Tulemus: maatriks ||Iij||, kus 0 < i < j < n, i < n; w € L(G), kui leidub produktsioon
S—veEPjalS—v.€lyy.

Meetod:

1. Initsialiseerimine: iga produktsiooni S — v € P jaoks lisada hulka Iy o element
S — v
2. Laiendamine: niikaua kui hulka Iy ¢ lisandub uusi elemente, teostada operatsioon:
"Iga sellise A € N jaoks, mille korral B — Au € Iypja A — v € P,
lisada g g-sse element A — .v7;
3. Iga j > 0 korral korrata samme (a), (b) ja (¢), kuni vahemalt tihte elementidest
Ioj, 11y, .-, I;; lisandub uusi punktiga produktsioone;
(a) Nihe: Kui A — wr.zjwy € I; j_1, siis lisada elementi I;; produktsioon
A — wizj.wa;
(b) Laiendamine: kui A — wq1.Bws € I;; ja B — v € P, siis lisada elementi I;;
produktsioon B — .v;
(c) Taandamine: Kui A — w. € I;; ja B — wy.Awy € Iy, siis lisada elementi
I1; produktsioon B — wiA.ws.
O

Naide 30. Vaatleme KV-grammatikat, mis genereerib muutujate a ja b abil moodus-
tatud vordused a = b, (a = (a + b)) jne.

S— R EF—a
R— FE=F E—b

Naiteks stringi @ = b analuusi kaigus koostatakse Earley’ algoritmi alusel jargmine
tabel || I;;||:
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i\ J] 0 | 1 | 2 | 3 |
S —.(9) R—FE=FR—F=F |S— R.

S — R E—a. R— FE=FE.
0||IR— E=F
E— (E+4+E)
EF— .a
E— b
1
E—>.(E+E)E—>b.
2 E— .a
E— b
a = b

String kuulub vaadeldava grammatika poolt genereeritavasse keelde, kuna element
Iy 3 sisaldab produktsiooni S — R..
a

Ulesanne2. Koostada Earley’ algoritmi "olekute tabel” naites 30 esitatud grammatika
ja lihtesona (a+b) = b korral.

Lemma6. Olgu B — v € I;; ning eeldame, etv —=>" ;41 ...%;. Suis B —v. € I;;.
Toestus. Toestame lemma induktsiooniga sonast v tuletatava stringi pikkuse k = 5 —1
jargi.

Kui k& = 1, siis on kaks voimalust:

1. B — .z; € I;; ning algoritmi 9 sammu (a) pohjal B — z;. € I;j;
2. B=0=0,=...= Cyp = zj, kus C; = v.

Sel juhul kuuluvad sammu (b) pdhjal elemendi 7;; koosseisu ka produktsioonid

B — .
Cl —>.02
Cmo1 — . Cpy

Cm — . Iy
Sammu (c) korduva rakendamise tulemusena lisatakse elementi I;; produktsioonid
Cm — xj.,C'm_l — Cm., .. .,B — Cl.

Oletame, et tulemus kehtib iga 7 — ¢ < k korral. Vaatleme juhtu j — ¢ = k.
Kui v koosneb tihest simbolist, toimub ahelproduktsioonide asendamine analoogselt
juhtumiga 2 ulal. Seeparast voime eeldada, et v = z1 ...z, kusm > 1jaigaz; € YUN.

Siis on voimalikud kaks juhtu:

1. z1 =41 ja B — ®iy1.22. . . 2m € I; ;41 sammu (a) tottu;

2.1 =C€eNjalC =V =" 241...25. Slis C — W' € [;; jaC — V. €I
induktsiooni eelduse t&ttu. Siis kuulub aga sammu (c) t&ttu elemendi I;, koosseisu
ka produktsioon B — Cl.z3...zp,.

Analoogiliselt saame toimida ka 23 ...z, korral ning tuletada, et B — v. € I;;.
O

Lemma7. Olgu A — wy.wawz € Ly, kus wy,ws,ws € (¥ U N)* ja oletame, et
Wy =>" Tpy1...25. suts A — wiwa.w3 € I;.
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Toestus. Induktsioon sona ws pikkuse jargi.
Kui | we | = 0, kehtib lemma triviaalselt.

Oletame, et lemma kehtib iga | wy | < p korral ning vaatleme juhtu | ws | = p > 0.
Kui ws = zp41wh, sils sammu (a) tottu

!
A— WL 41 - WaW3 € Ii,k-}—l-
Kuna wh =" zp42...2; ja | wh | < p, siis induktsiooni eelduse pohjal:
A — wiwy.ws € Iij.

Juhul kui ws = Bw) ning B = u =—* Zk41...2Tm, kehtib sammu (b) téttu
tingimus B — .u € I;. Lemma 6 tottu B — u. € Ijy,, ning sammu (c) tulemusena
A — wiB.whws € I;,. Kasutades induktsiooni eeldust, saame A — wy Bws.'w3 €
Il'j.

O

Lemma8. Olgu B — w =" w1 Aws, kus w, wi, w2 € (NUX)* ning B — .w € I
Jow = Tpya...x;. Sus iga A-produkisiooni A — Z korral A — .7 € I;;.

Téestus. (Harjutusiilesanne)
O

Teoreem 15. (Earley’ algoritmi korrektsus). Etteantud stringi w = z1...x, € X*
korral paigutub algoritm 9 produkisiooni A — .8 elementi I;; parajasti suis, kui
grammatikas leidub vasaktuletus (13):

S="z1...246 = x1... 2,006 =" z;...x;30.
Erijubul, kui S — v. € Iy ,, siis w € L(G).

Toestus.

Tarvilikkus. Kui algoritm 9 paigutab A — .8 elementi I;;, siis on rahuldatud
(13) - toestada harjutusiilesandena iseseisvalt.
Piisavus. Formuleerime tingimuse (13) iimber: leiduvad stringid wy,w, € (X U N)*
ning produktsioon A — wjws, nii et

1. S = v =" w3Aé
2. wy3 =" a;...q
3. w1 =" ajq1 .. .05

Soovime naidata, et sel korral A — wi.wy € I;;. Algoritmi 9 sammu 1 tottu

S — v € Iy ja siis jareldub lemma 8 alusel, et A — .wijws € I;. Lemma 7 tottu
kehtib siis ka A — wy.wy € ;.

O

Teoreem 16. Farley’ algoritmi ajaline keerukus on O(n3), kus n on analiisitava sona
pikkus; juhul kui KV-grammatika G on ihene, on ajaline keerukus O(n?).

Toestuseta (vt. A. Aho, J. Ullman The Theory of Parsing, Translation and Compiling.
Vol.1: Parsing (Prentice-Hall Inc., 1972), Section 4.2.2 - venekeelne tdlge: kirjastus
”Mir”, Moskva 1978).
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3.7.2. Cocke - Kasami - Youngeri algoritm (CKY - algoritm)

CKY algoritm lahendab stuntaksanaluusi tlesande KV-grammatikate korral, mis on

Chomsky normaalkujul. Sellisel juhul analuusitava sona suntaksipuu on kahendpuu.
Naiteks grammatika

S — AB S — BB

A—CC A— AB A—a
B — BB B—CA B—b
C — BA C — AA C—b

Tuletuspuu juure korral voib olla kasutatud uht kahest produktsioonist: S — AB
voi S — BB. Kummastki juure vahetust alluvast voib tuletada analuusitava sona
w = 27 ...2, m-taheline prefiksi ja (n - m)-tahelise sufiksi. Naiteks w = aabb korral on
antud grammatikas voimalik tuletuspuude konstrueerimisel lahtuda kuuest ”lahendist”:

1) 2) 3)

B S\ VAN
A A A R AN

5) S 6)

NN
L

a

’ B B/ \ B B/S\ B
a abb\ /ab\ /ab\ /abb b

Koik kuus varianti ei pruugi realiseeruda, naiteks juhtum 2) korral pole véimalik
ehitada tuletust A =" aa ning seega ei leidu vasakut alampuud.

CKY algoritm ”ihendab”erinevad voimalikud tuletuspuud, mis on the voi teise
analuusitava stringi alamsona suntaksipuudeks. Tapsemalt, algoritm taidab puramii-
dikujulise tabeli, mille alus koosneb n elemendist, selle kohal on n — 1 elementi jne.
Kaesolevas punktis kasutatava grammatika naite ja analtuusitava sona ” aabb” korral on
tabel jargmise kujuga (arvude paar tabeli elemendis esitab elemendi ”aadresse”):

AN
/

4,1

11 12 13 1,4

Tabeli lahtrisse aadressiga (7, j) paigutatakse mitteterminaal A parajasti siis, kui
A =" TiZig1 .. -Tjt1-1 (14)

Teiste sonadega, A on elemendis aadressiga (¢, j), kui temale alluva piiramiidi alus
"toetub” sonale z; ;41 ... %j41-1.
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Kuna eeldame, et vaadeldav KV-grammatika on Chomsky normaalkujul, siis voib
tuletus (14) olla vaid kujul:

A= BC =* TiZi4l - -Tjtm—1Tj4m - - - Tjti—1,

kus m < 7 ja alamsona z;...Zj1m—1 on tuletatud mitteterminaalist B. Seega siis
esineb siimbol A tabeli elemendis (2, j), kul mingi m < 7 korral sisaldavad elemendid
(m,j) ja (i —m, j + m) vastavalt simbolid B ja C ning grammatikas on produktsioon
A — BC. Selline omadus ei kehti ainult tabeli esimese rea ((1,1),(1,2),...,(1,n))
korral, kus siimbol A esineb elemendis (1, ;) parajasti siis, kui grammatika sisaldab
produktsiooni A — ;.

Tingimusest (14) jareldub vahetult, et w € £(G) parajasti siis, kui simbol S kuulub
elemendi (n, 1) koosseisu.

Esitatud arutluse voime kokkuvotlikult esitada jargmise algoritmina.

Algoritm10.
Antud:

— KV-grammatika G = (¥, N, P, S) Chomsky normaalkujul;
— string w =21 ...2, € X*.

Viljund: Mitteterminaalide hulkade maatriks || Ej; ||, kus
0<i<n, 0<j<nja+j<n+l.
Meetod:

for j ;= 1tondo
if A— z; € P then
B(1,j) = W(L,5) U{A};
for every : < 1 do
forj:=1ton—1+1do
form:=1to:—1do
if E(m,j) = B&E(i—m, j+m)=C&A — BC € P
then E(i,j) = E(i,j) U{A}.

Antud punkti algul toodud naite korral oleks tabeli E kuju:

S AC

Seega kuulub sona ”aabb” vaadeldavasse keelde.
Induktsiooniga tabeli reaindeksi jargi ning tuginedes ulalesitatud arutlusele, saab
toestada, et algoritm 10 on korrektne.

Teoreem 17. Algoritmi 10 tulemusena A € E(i,§) parajasti siis, kui grammatikas G
on esitatav tuletus A — x;2;41. w € L(G) parajasti siis, kui S € E(n,1).

Teoreem 18. CK Y-algoritmi ajaline keerukus on O(n®), kus n on analiisitava sona
pikkus.
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3.7.3. Magasinmiluga automaadid (pinuautomaadid)

Magasinmaluga automaat on seadeldis KV-keelte aktsepteerimiseks. Automaadil on
sisendlint ja malu. Sisendlindile kirjutatud sumboleid saab automaat ihekaupa lugeda
e. skaneerida. Iga sumbolit loetakse tiks kord ning lugemine toimub alates aktsepteeri-
tava sona algusest vasakult paremale. Malu on organiseeritud magasinina, kuhu salves-
tatakse automaadi too kaigus labitud olekud. Malust lugemisel saadakse tulemusena
viimati salvestatud oleku tahis. Too algul on automaadi magasin tihi, s.t. magasinis
on tiihja magasini tunnusena tema pohja tahistav siimbol ’$’. Masina t66d juhtigu
programm, mis naitab, kuidas muuta malu (magasini) seisu lindilt jarjekordse siimboli
lugemisel koos samaaegse sumboli lugemisega magasinist.

Naide 31. Olgu magasinimaluga automaadi kaitumine maaratud jargmiste korral-
dustega kujul
<a,A X >,

kus a on lindilt loetav sumbol, A - magasinist loetav sumbol ja X on string, mis
kirjutatakse tulemusena magasini. Olgu vaadeldava automaadi M; programmis seitse
korraldust:

< a,$, A8 >
. <b%$ BS$ >
<a, A AA >
<b,B,BB >
<a,Be>
< B,Ae>
<68, e>

R

Sisendlindilt skaneeritav séna w nimetatakse aktsepteeritavaks (kuuluvaks keelde
(T'(My)), kui parast viimase siimboli skaneerimist magasin on tiithi. Antud automaat
aktsepteerib sonu hulgast

T(M;) ={w|w € (a+b)", wsisaldab virdse arvu a-sid ja b-sid}.
(Kontrollige viimast vaidet!)
Esitame nuud magasinmaluga automaadi formaalse definitsiooni.

Definitsioon44. Magasinméiluga automaat (MMA) on struktuvur

M = (27F1Q7p:q0a$’F)?

kus

1. X - sisendtihestik;

2. I' - magasini tahestik;

3. Q - olekute tahestik;

4. p:(ZU{e} x I'x Q — I'* x 29 - dileminekufunktsioon;
5. qo € Q - lihteolek,

6. $ € I' - magasini lihtesimbol;

7. F CQ - loppolekute hulk.

MMA M = (2, T,Q,p,q0,9%, F) konfiguratsiooniks nimetatakse kolmikut
(w,7,9) € X" x I x Q,

kus sona w esitab sisendlindil veel skaneerimata alamstringi, magasini malus salves-
tatud stringi ja q - automaadi jooksvat olekut. MMA M lahtekonfiguratsiooniks nime-
tame kolmikut (w,$, qo); loppkonfiguraisiooniks olgu (e,e,7), kus r € F.
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Definitsioon45. MMA tootaktiks nimetatakse binaarset seost & konfiguratsioonide
hulgal, niv et

(aw, Za,q) F (w,ya,¢'), kui (7,¢") € p(a,Z,q)
Vot

(w, Za,q) b (w,va,¢'), kui(v,¢') € p (e, Z,q).
Definitsioon46. MMA M = (X, I,Q,p, q0, 3, F') poolt aktsepteeritav keel on hulk

T(M)={w|(w,$,q) " (¢,¢,7), 7€ F'}.
Naide 32. KV-keele L = {0"1" | n > 0} aktsepteerimiseks sobib
M MAME == (ZaF:Q7p:q0a$aF)a

kus
= {Oal}a I'= {011}; Q = {qO;qlan}a F= {qO}

ja uleminekufunktsioon on maaratud seostega:

Teoreem 19. Iga KV-keele L jaoks leidub MMA M, nii et L =T(M).

Téestus. Olgu L = L(G), kus G = (¥, N, P,S) on KV-grammatika. Konstrueerime
automaadi M = (X, I, Q, p, q0, $, F') jargmiselt:

1. I':= XU, NU,{$} (eeldame, et $ ¢ N U X);
2. Q@={q0,91,92};

3. Maarame uleminekufunktsiooni nii, et

p(€,8,90) = {(5%, q1)};

P(G,A,Q)I {(w,q1) | A —we P, Ae N}
p (aa a:‘h) {(6 ql)} kuia € X
p(e,%,q1) ={(e,2) 1

4. F:={q¢2}.

vaatleme sona vasakderivatsiooni grammatikas G:
S = nAdio; = nvadsana; = ... = viv3... v, =

Vastavalt esitatud konstruktsioonile on masina M t60 sona z aktsepteerimisel vaadel-
dav jargmise taktide jadana:

(v1va .. vn, qo) F (v1va .. .00, 5%,¢1) F (v1va ... vp, v1A1018, ¢1) F*
F* (va...vp, Aran$,q1) F (va ... vp, v2Asasa 8, q1) H*
B (U3 ..o Up, U3A2a2(l1$, ql) [

$,q ) (€, €,92).
(e,€,92) e. z € T(M).

- (vn, a8, Q1) (€,
Seega z € L(G) parajastl siis, kui (z,$,q0) F*

Naide 33. Konstrueerime MMA KV-grammatikaga

S — aSh

S —e¢
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genereeritava keele aktsepteerimiseks. Vastava MMA uleminekufunktsioon p rahuldab
tingimusi:

p (€%, q0) ={(03,q1)} p(bb,q1) ={(€,q1)}
p (eaS’ ‘h) = {(aSb"h)}’ (€:Q1)} p (6’ ’Q1) = {(€:QZ)}
p (aa a¢q1) = {(6’ ‘h)}

Definitsioon47. MMA M’ ja M" on ekvivalentsed, kui T(M') = T(M").
Lemma9. Iga MMA M jaoks leidub ihe olekuga MMA M', nii et T(M) =T(M").

Toestus. Eeldame, et MMA M = (X, I, Q, p, q0, 3, F') on iiks 16ppolek. (Iga automaati
saab selliseks teisendada. Kuidas?). Konstrueerime uue MMA

M/ = (O-a Fla Qlap/: *, #’ {*})a
millel on iiks olek * (s.t. @' = {*}).

Automaadi M’ magasini tahestiku moodustagu stimbolid [sAt], mida interpretee-
ritakse jargmiselt:

magasinist simboli A lugemisel voib automaat M siirduda olekust s olekusse %.

Teiste sonadega, [sAt] tahistab asjaolu, et mingi terminaalse simboli a € X' korral
(7,t) € (a, A, s), kus y € I'" ning s,t € Q.

Uue automaadi ileminekufunktsioon olgu maaratud nii, et oleks taidetud jargmised
seosed 1 - 3 ja ainult need:

1. ([tBx1][x1Cx2][z2Dxs], *) € p'(a, [sArs],*) Vi, 22,23 €Q
kui automaadi M korral (BC'D,t) € p(a, A, s);

2. (e,%) € p'(a, [sAt], *),
kui automaadi M korral kehtib seos (¢,t) € p (a, 4, s);

3. p'e, #, %) = {([g032] %) | = € Q}.

Iga lahtesona w korral algab masina M’ t66 * sammudega

(wa#a*) F (w, [q0,$q],*) oL

Seame igale masina M’ konfiguratsioonile

(w, [q1A192][92A2q3] - . - [qrArqgt1], *)

vastavusse korteezi
< w,Al,AQ...Ak,ql > .

Erijubul (w, #, *) olgu vastav korteez kujul < w, #, — >.
Vorduse T'(M) = T(M') toestamiseks piisab naidata, et automaadi M korral kehtib
seos

('lU, $a qo) '_* ('w/: Y Q)

parajasti siis, kui arvestades ulaltoodud tahistusi, kehtib automaadi M’ korral

< w, #a - > l_* (wla"ya q) (15)

Siis kehtib erijubul w € T(M) e. (w,$,q0) F* (¢,¢,7), r € F parajasti siis, kui
automaadi M’ jaoks < w,#,— >F* < ¢, 6,7 >e. we T(M').

Vastava toestuse esitame vaid sisalduvuse T(M) C (M’) juhu jaoks. Sisalduvus
T(M'") C t(M) toestatakse analoogiliselt.
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Olgu seoses (15) taktide arv k = 0. Seega (15) omandab kuju
(w: $QO) l_o (’LU, $1 qo)a

millele automaadi M’ korral vastab tuletus
(w, #,%) F (w, [q08q], ¥)
e. kasutatavate tahistuste raames:
<w,#,—>F<w, $,q>.

Jarelikult on induktsiooni baas toestatud.
Eeldame nuiud, et toestamist vajav vaide kehtib, kui automaadi M korral on tehtud
¢ takti. Vaatleme nuud ¢ + 1 taktilist jada:
Juht A: '
(w,$,90) F* (aw', Ay, 1) F (w', BCD7, qiz1).

Selline jada on voimalik vaid juhul, kui
(BCD, gi+1) €p (a, A, q1).
Vastavalt masina M’ konstruktsioonile kehtib siis ka seos
([g+1Bp1] [p2Cps] [p3Dpal, *) € p'(a, [q1Apa], *)

mingite p1, p2, p3, P4 € @ korral.
Arvestades induktsiooni eeldust ja viimatileitud tingimust, saame, et masina M’
korral kehtib seos

<w,#,—>F <aw, Ay,q; > <w', BCDvy, qiqy1 > .
Juht B: Automaadi M t00 ¢ 4+ 1 takti jooksul on kirjeldatav jadaga
(w,$,90) F (aw', Ay, q:) B (W', 7, ¢i1).
Sellisel juhul on vastavalt automaadi M’ konstruktsiooni p. 2 saadav jada

< 'wa#:_ > < awlaA%lh >k < wla%‘h+1 > .
a
Uhe olekuga MMA tleminekufunktsioonis ja konfiguratsioonides voib oleku tahise
* ka ara jatta, kirjutades

p'(a, A, x) = (BCD, %)

asemel

p'(a,A) = BCD.
Naide 34. Konstrueerime ekvivalentse iihe olekuga automaadi MMA-le

M = ({a,b},{a,b,%},{q,s,7},p,9,%,{r}),

kus uleminekufunktsioon on esitatud seostega:

p(a,8,9) = {(a$,q)} p(b; b, q) = {(bb,9), (¢, 5)}
p(b,8,9) = {(6%,9)} p(a,a,5) = {(c, )}
p(a,a,9) = {(aa,q), (¢, s)} p(bb,s) ={(c s)}
p(b,a,q) = {(ba, q)} p(e8,5) = {(e,7)}
p(a;b,9) = {(ab, q)}

(Toodud automaat aktsepteerib keelt L = {xz" | « € {a,b}*}.)
Konstrueeritava ihe olekuga automaadi magasini sumbolite lihemaks esitamiseks
toome sisse uued tahised:
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Z = [q%r] E = [gbs]
A = [¢9%q] I = [sas]
B=ljag] G =[sbs
C = [qas] H = [s$r]
D = [gbq]

Vastavalt lemma 9 toestuses toodud konstruktsioonile saame ulemineku

p(a,8,9) = {(a3,9)}

jaoks uue uleminekufunktsiooni:
p'(a, [93q]) = {([9aq] [g%q], %), ([gas] [s3q], %), ([gar] [rSq], )}
p'(a,[¢3s]) = {([gaq] [¢3s], %), ([gas] [s3s], ), ([gar] [r$s],+)}
p'(a, [¢87]) = {(lgaq] 1¢87], %), ([gas] [s$r], +), ([gar] [r$7], %)}

Pidades silmas stimboli [sA¢t] interpretatsiooni (*Kui magasini tipus on stimbol A,
siis on voimalik tileminek olekust s olekusse ¢”), on eelnevas ilmselt stimboleid, milliseid
kunagi automaadi M’ magasini ei kirjutata, sest lahteautomaadis vastavat tileminekut
kunagi el toimu. Naiteks ei saa lahteautomaat kunagi poorduda olekust s tagasi olekusse
q. Seega on niiteks mottetu siimbol [s$¢]. Tapsem analiilis néitab, et eelnevas on ”ka-
sulikud” ileminekud vaid need, mis on allajoonitud.

Kasutades automaadi M’ jaoks sissetoodud tahistusi, saame kokkuvottes, et tilemi-
nekule p (a,%,q) = {(a$, ¢)} vastavad automaadis M’ ileminekud

p'(a, A) = {BA}
" p'(a,Z)={BZ, CH}.

Viies labi analoogilise konstruktsiooni koigi automaadi M tleminekute jaoks, saame
tulemuseks koik automaadi M’ tileminekud, mis kokkuvotlikult on esitatavad tabelina:

Lindi
Magasini tipp
simbol[A[B] C [D]| E [F[G[H] Z

a ||BA|BB[BC, CF,|BD|BE, CG|e|- |- |BZ, CH
€
b |[DA|DB|DC, EF [DD|DE, EG,|-|¢|- |DZ, EH
€
€ - - - - - -|-1€ -

Eeldusel, et saadud automaadi magasin on t60 loppedes tihi, voib automaadi veelgi
minimeerida: kui magasini tipus on A, B voi D, pole saavutatav olukord, kus magasin
saab tuhjaks. Seega oleks uus, ihe olekuga MMA Ioplikul kujul:

Sisend-

Magasini tipp

simbol|| C | E [F|G[H] Z
a CF, ¢| CG |e|-|-|CH
b EF |EG, €¢|-|€¢|- |EH

€ - - |-]-le€] -

Naiteks sisendstringi 'aabaabaa’ korral oleks saadud automaadi t66 esitatav jargmise
konfiguratsioonide jadaga:
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(aabaabaa, 7)
(abaabaa, CH)
(baabaa, CFH)
(aabaa, EFFH)
(abaa, CGFFH)
(baa, GFFH)
(aa, FFH)

(a, FH)

(e, F)

(

€, €)

Teoreem 20. Iga MMA M jaoks leidub KV-grammatike G, nii et T(M) = L(G).

Toestus. Vastavalt lemmale 9 voime eeldada, et MMA M on ithe olekuga: M =
(5,1, 1, p, %, 2, {3)).

Konstrueerime KV-grammatika G = (X, N, P,S), vottes N = I, S = Z ning
maarates produktsioonide hulga P vastavalt alljargnevatele tingimutele 1 ja 2:

1.A—aB;...By € P,kui By...B, €p(a,A), k>0
2. A— By...By € P, kuiBy...By€p(e, A), k>0.

Kasutades matemaatilist induktsiooni, on lihtne naidata, et automaadi M kor-
ral kehtib (2, A) F* (¢, €) parajasti siis, kui A =}, . Jatame selle lugejale harju-
tustilesandeks.

O

Naide 35. Naites 34 esitatud MMA-le vastab KV-grammatika

S —aCH E—b

S —bEH F—bEG
C—a F—a
C — aCF G—b
C — bEF H—c¢
EF— aCG

Parast teisendamist Greibachi normaalkujule sisaldab see grammatika produkt-
sioonid

S — aC S — bE
C — aC C — bEF
C—a E— bEG
F — aCG E—b
F—a G—b

3.8. KV-keelte tarvilikkuse tingimus

Suntaksipuu korguseks nimetatakse temas leiduva pikima tee kaarte arvu.
Lemma10. Tdhistame KV-grammatikas G = (X, N, P, S) simboliga

m= max |w]|.
A—weP

Olgu sona = tuletuspuu korgus j. Siis |z | < mi.
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Téestus. Naitame, et suvalise siintaksipuu 7" korral | Kr(7T') | < m?. Kasutame selleks
matemaatilist induktsiooni.

j = 1 korral on tegu elementaarpuuga, mille korral toestatav vaide kehtib trivi-
aalselt.

Oletame, et toestatav vaide kehtib puude korral, mille korgus on kuni £ — 1. Olgu
sona w suntaksipuu korgus k. Selle puu juurel on maksimaalselt m vahetut alluvat,
millele omakorda alluvate alampuude kérgus on maksimaalselt £ — 1. Seega on nende
kroonide pikkus kuni m*~!. Kogu puu 7" krooni jaoks kehtib aga vérratus:

| Ke(T) | <m-mF=! =mkF,

Teoreem 21. (KV-keelte tarvilikkuse tingimus).

Olgu L KV-keel. Sus leiduvad ainult keelest L soltuvad konstandid p ja q, nit et
z€ L ja|z|>p korral leidub jaotus z = uvwazy, kusjuures

1w | <q;
2. v ja xz pole korraga tihjad sonad;
3. iga 1> 0 korral uv'wz'y € L.

Téestus. Olgu G = (X, N, P,S) selline KV-grammatika, et L = £(G), kusjuures m
tahistagu maksimaalset produktsiooni parema poole pikkust. Olgu k = | N |.

Valime arvuks p = m*. Sona z € £(G), mille korral | z | > p. Tuletuspuu kdrgus
peab vastavalt lemmale 10 olema suurem kui k+ 1. Vaadeldes sellise tuletuspuu pikimat
teed, naeme, et mingi mitteterminaal, naiteks A, peab esinema sellel teel vahemalt kaks
korda. Valime kaks ”alumist” siimboli A esinemist ning jaotame sona z alamsonadeks
u v w z y, nagu naidatud joonisel.

> )

u \Y; w X y

Sonale vwz vastava alampuu korgus on vaiksem kui £ + 1. Seega voime valida
konstandi ¢ = m**? > | vwz |. Ilmselt voib esitatud tuletuspuust eemaldada sdnale
vwez vastava alampuu ning asendada ta sona w alampuuga. Saadud tuletuspuu kuulub
grammatikasse G ning jarelikult on talle vastav terminaalne sdna uwwy = uv®wzy
tuletatav grammatikas G'.

Asendades aga joonisel viirutatud alampuu sona vwz alampuuga, naeme, et ka
sonad wv?wz?y, wvdwz3y jne. kuuluvad keelde L.

Lopuks margime veel, et el saa kehtida vordused v = = €. Kui selline seos kehtiks,
saaksime sona asendada vwz suntaksipuu viirutatud alampuuga, ilma et tuletatav sona
muutuks (uwy = wvway). Seega saaksime sellele sonale tuletuspuu, mille korgus on
vaiksem kui k£ + 1. Saadud tulemus on aga vastuolus eeldusega | z | > p.

a

Naide 36. Keel L = {a"b"c" | n > 0} pole KV-keel.
Toepoolest, kui oletada, et L on KV-keel, siis peavad leiduma konstandid p ja ¢,
sellised, et nad rahuldaksid teoreemi 21 tingimusi.
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Olgu r > p, r > ¢q ning putame leida sona a"b"¢” jaotust a”b"¢” = wvwzy.

Kui sona vz ei sisalda iiht tahtedest, naiteks ¢, on sonas uv?waz?y c-de arv vaiksem
kui a-de voi b-de arv. Kui aga sona vz sisaldab koiki kolme, peab thes neist olema
kaks erinevat tahte. oletades, et v sisaldab a-d ja b-d, saame jalle vastuolu, sest sonas
uvlwz?y ei ole kdik a-d enam enne b-sid.

ad

Niide 37. Keel L = {a"” | n > 0} pole KV-keel.
Oletame vastuvaiteliselt, et tegu on KV-keelega. Valime p > ¢ ning vaatleme sona
Z=a? €L.Et | z| > p, siis peab leiduma jaotus z = vwuzy, nii et | vwz | < q < p.
Koostame vorratuse:

P < lwtwaly | < [wluw’a?y| = |z ] + |vwe | <p'+q<p’+2+1=(p+ 1)

Jarelikult
p? < |wtwaly| < (p+ 12

Seega ei saa sdna uv?wz?y kuuluda keelde L mistahes konstantide p > ¢ korral ning
jarelikult pole keel L KV-keel.
a

Jareldus 2. Sisalduvus Lo C L1 on range.

3.9. KV-keelte semantika

Suntaksanaltuus moodustab KV-keelte transleerimisprotsessi
Tr . L1 — L2

esimese osa. Lahtesona z suntaktilise oigsuse kontroll ning tuletuspuu koostamine
moodustavad kujutuse T'r realisatsioonist vaiksema osa (ca 20 - 30 % kogu t66mahust),
suurem osa toomahust laheb siinteesile (semantiline analiilis ja teksti genereerimine -
vt. transleerimisprotsessi faasid, p. 3.6). Transleerimise siinteesi osa nimetatakse ka
semantiliseks tootluseks.

Lisaks suuremale toomahukusele on semantilise tootluse formaalse spetsifitseeri-
mise ja realiseerimise meetodid vahem labi uuritud. Séltuvalt tootluse eesmarkidest
kasutatakse programmide semantika defineerimiseks kolme erinevat lahenemist: ope-
ratsiooniline, denotatsiooniline ja aksiomaatiline semantika. Nimetatud tehnikate ole-
mus ning vordlus on kursuste ” Programmide semantika” ja ” Teoreetiline informaatika
IT” aineks (TTU ainestisteemis ained koodidega vastavalt LAI 5151 ja LAI 5160).
Kaesolevas kursuses vaatleme programmeerimiskeelte semantika realiseerimisel enam-
kasutatavat atribuuttehnikat.

3.9.1. Atribuutgrammatika moiste

Uldjuhul esitab lause mingi seose teatud objektide vahel. Programmeerimiskeelte kor-
ral on neiks objektideks arvutis salvestatavad ning toodeldavad andmeobjektid: arvud,
massiivid, jarjekorrad, failid, programmid jne. Meditsiinilises tekstis voivad olla kuju-
tatud inimese kehaosad ja organid, haigused ning nende tunnused, ravimid jne. Tei-
sisonu, igal keelel on nn. probleem-valdkond, mille objektidevahelisi suhteid antud kee-
les saab valjendda. Sellist objektide kogumit nimetame edaspidi keele semantiliseks
puirkonnaks.

Keele L lause semantika e. tahenduse spetsifitseerimiseks tuleb kirjeldada vastavus
keele lausete (KV-keelte korral lausete tuletuspuude) ja semantilise piirkonna D objek-
tide vahel:

p: L —D.
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semantilise piirkonna D kirjeldamiseks kasutame nn. semantilisi muutujaid hulgast
X = {;l‘l,l‘g, .. .},

millest igaiihe jaoks on defineeritud muutumispiirkond (doomen) hulgas D. Seega on
semantilise muutuja z; (¢ = 1,2,...) jaoks mééaratud voimalike vaartuste hulk

Antud kasitluses eeldatakse, et iga semantilise muutuja vaartuste hulk on osaliselt
jarjestatud ning sisaldab nn. ”taielikult maaramata vaartuse” nil (Kui muutuja z
jooksvaks vaartuseks on nil € D,, tahendab see, et seni pole muutuja x vaartust
veel arvutatud). Kujutuse ¢ maaratlemiseks kasutatakse atribuuttehnikas formalismi,
mida nimetatakse atribuutgrammatikaks.

Definitsioon48. Atribuutgrammatika on struktuur AG = (G, A, R), kus

— G=(XY,N,P,Sy) on KV-grammatika;

-V — P(X) on KV-grammatika G simbolite hulga V = X' U N atribuutide hulk;

— R ={R,}pep on semantikareeglite pere. Iga KV-grammatika G produktsiooni se-
mantikareegel R, on omistamiste hulk, mis mddrab, kuidas arvutada tuletuspuu
atribuute (vt. definitsioon 49 allpool).

Lihtsuse mdottes eeldame, et simboli Y € X' U N atribuutide hulk A(Y") on 16plik,
s.t.

A(Y) - {a1’a2a .. -;any};

kus aj,as,...,a,, on semantilised muutujad hulgast X.
Kasitluse lihtsustamise huvides eeldatakse veel, et iga simboli Y € Y U N atribuu-
tide hulk on jaotatud kaheks:

A(Y) = I(Y)US(Y),

nii et 7(Y) N S(Y) = 0. Muutujaid hulgast I(Y) nimetatakse paritud atribuutideks ja
muutujaid hulgast S(Y") siinteesitud atribuutideks.

Pohimotteliselt defineerib kujutus A atribuudid ka igale stintaksipuule (sealhulgas
ka grammatika produktsioonile, kuna see on vaadeldav elementaarse stintaksipuuna).
Siintaksipuu ¢ tipu n atribuutide hulk olgu A(n) = A, kui tipp n on margendatud
simboliga Y € YU N ja A(Y) = A. Tipu n atribuuti a nimetatakse monikord ka
atribuudi @ esinemiseks puus T (ingl. k. - occurence of attribute; instance of attribute).
Atribuudi a esinemist tipus n tahistatakse enamasti kui muutujat Y.a, kus Y on tipu n
margistus. Juhul kui puus on mitu sama margendiga tippu, lisatakse atribuudi esine-
mise tahistuses margendile indeks. Seega on atribuudi @ erinevad esinemised (erinevate,
kuid iihe ja sama siimboliga Y méargendatud tippude korral) Yp.a,Y7.a,Ya.q, .. .. Olgu
KV-grammatika G produktsioon p esitatav kujul

Xo — X1, Xo,... Xy,
kus Xg € N ja X; € V2> 0 korral. Atribuutide hulgad olgu maaratud jargmiselt:

A(XO) :{al,aQ,...,ak}
A(X1) ={b1,ba,... b}

Sel juhul koosneb produktsiooni p kdigi atribuutide (esinemiste) hulk jargmistest
elementidest:
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Xo.al,Xo.Clg, .. .,Xo.ak,
Xl.bl,Xl.bz, .. .,Xl.be,

Nende tahistuste korral saame esitada ka produktsiooni p semantikareegli formaalse
definitsiooni:

Definitsioon49. Produktsioonip: Xg — X1 .. . Xpn, semantikareegel on omistamiste

hulk

Rp = {XO.S = fs(Xo.al, .. .,an.dn) | s € S(Xo)}U
U{Xk.i = fi(Xo.al, . ..,an.dn) | 0<k< Ny, i€ I(Xk)},
kus fs ja f; on antud semantilises puirkonnas maaratud avaldised.

Naide 38. Olgu G = (X, N, P, ') KV-grammatika, mis genereerib kahendsiisteemi
ratsionaalarvud?

E:{Oala}

N ={F,L, B}

P_{F—>L.L L—LB B-—0
F— L L —B B—1

Grammatika G terminaalidele pole atribuute lisatud. Mitteterminaalide atribuudid
olgu maaratud jargmiselt:?

S(F) = {v: Q) 1F) =1
S(L)={v:Q,l:IN} I(L)={c:Z}
S(B) ={v:Q} I(B)={c:Z}.

Semantikareeglid, mis maaravad, kuidas arvutada grammatikaga G esitatud ka-
hendarvude vaaruse (tahenduse) kiimnendsiisteemis, on toodud jargmises tabelis:

|Produktsioon p| R, |

F—LL Fvi=Liv+ Lyw
Lic:=0
LQ.C = _LQ.I

F— L Fuv:=Luwv
Lec:=0

L — LB Lowv:=Li.v+ B
Lo.l = Lll + 1
Lic:=Lgec+1
B.c:=Lg.c

L— B Lv:=Buw
Li=1
B.c:=L.c

B—0 Bwv:=0

B—1 B :=28¢

! Niide on voetud artiklist D.E. Knuth. Semantics of Context-Free Languages, Mathematical
Systems Theory, 2, 2, 1968, pp. 127 - 146. Atribuuttehnikast huvitatuil on soovitav seda
artiklit lugeda. Venekeene tolge on ilmunud kogumikus M. Kurotskin (toim.). Semantika
jazdkov programmirovania. ”Mir”, M. 1980.

2 Avaldis A = {1 : D1,...,z, : Dy} tihistab siin asjaolu, et hulk A koosneb muutuja-
test z1,...,Z,, mille maaramispiirkonnad on vastavalt D,..., D,. Iga D; on semantiline
vaartuste piirkond, s.t sisaldab elementi nil. Nii on kiesoleval juhul IN = {nil, 0,1, 2,...}.
Analoogne laiendus on ka ratsionaalarvude ja taisarvude korral.



3.9.2. Suntaksipuu dekoreerimine

Atribuutgrammatika maarab reeglid, kuidas arvutada séna z € £(G) semantikat. Sel-
leks tuleb arvutada sona z tuletuspuu tippude atribuudid. Vastavat arvutusprotsessi
nimetatakse tuletuspuu dekoreerimiseks. Lihidalt, dekoreerimine on protsess, mis seni,
kuni saab arvutada uusi atribuutide vaartusi, taidab tsukliliselt tingimuslikku operaa-
torit

if (X1.b=Z)& ... &(Xn,.d = Za)&(Xo.a = nil)
Xo.a = f(Zl, .. ,Zn)

Siinjuure seeldatakse, et Zy # nil, ..., Z; #nilja Zy € Dy,...,Z4 € D4 ning et
stuntaksipuus esineb elementaarpuu

XO
S

mis vastab produktsioonile p 1 Xo — Xy ...X,,. Semantikareegel R, peaks sisal-
dama omistamise

Xo.a = f(le, .. ,Xnd)

Dekoreerimise lahteseisus olgu puu koigi atribuutide vaartus nil. Joonisel 1 on esi-
tatud sona 1011.01 suntaksipuu dekoreerimise tulemus vastavalt naites 38 esitatud at-
ribuutgrammatikale. Katkendjoontega on esitatud sona suntaktiline struktuur, nooled
esitavad atribuutide esinemiste vaartustamise jarjekorda.

Fv=1125

c=0 L 1=4v=11
=

d”’ > '~,
o”’ ~~~~~

c=1L 1=3v=10 c=0
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o
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1 (1011.01) = 11.25

Joon. 1. Suntaksipuu dekoreerimine
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Definitsioonis 49 esitatud tingimused garanteerivad, et iga tuletuspuu atribuudi
arvutamiseks leidub tapselt uks omistamine. Samal ajal ei ole voimalik efektiivselt esi-
tada kitsendust, mis garanteeriks, et atribuudid ei ole tsuklilises soltuvuses ning iga
tuletuspuu koiki atribuute saab tildse arvutada (Joonisel 1 oleks niites 38 toodud gram-
matikaebadige maaratluse korral tekkinud atribuutide arvutamise jarjekorda naitavatest
nooltest tsiikliline graaf).

Definitsioon 50. Atribuutgrammatika AG = (G, A, R) on korrektselt mdidratud, kui
iga sona ¥ € L(G) korral on dekoreeritud tuletuspuus koigi atribuutide vddrtused
mddratud (s.t. x # nil).

Definitsioon51. Sona x € L(G) semantika on vddrtus
O(X, Ky, .. Kp) =< Z1,.. ., Zn >,

kus 7y, ..., 72, on sona x dekoreeritud tuletuspuu juure sunteesitud atribuutide vaartused
ning Kq,..., Ky, puu juure paritud atribuutide vaartused.

Puu juure paritud atribuutide vaartused antakse dekoreerimisalgoritmile ette kui
parameetrid, mis maaravad sona z konteksti. Seega esitab atribuutgrammatika seman-
tika transleeritava sona struktuuri ja konteksti pohjal. Naites 38 esitatud grammatika
ei kasutanud lahtesona valimist konteksti ning maarab kahendarvude semantika ¢ sel-
liselt, et naiteks ¢(1011.01) = 11.25.
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4. Ulesannete lahenduvus

4.1. Turingi masin

Kontekstist soltuvate ning kitsendusteta fraasistruktuuri keelte sintaksanaluusi tulesan-
ne on lahenduv, nii nagu varem vaadeldud regulaarsete ja KV-keelte korralgi. Vastav
aktsepteeriv automaat on Turingi masin (kontekstist sdltuvate keelte korral on tegu
tokestatud lindiga Turingi masinaga).

Turingi masina formalism omab teoreetilises informaatikas erilise koha kui vahend,
mis lubab naidata tlesannete algoritmiseeritavust. Seeparast kasitleme seda formalismi
uldisemast seisukohast lahtudes.

Praktilisest kogemusest teame, et programmide efektiivsus voib olle erinev: sama
ulesande lahendamiseks leidub sageli mitu lahendusalgoritmi, mille taitmine nouab
erineval hulgal aega ja ressursse. Moned arvutiprogrammid tootavad thel arvutil kiire-
mini kui teisel, kusjuures mone teise programmi jaoks voib olla sama suhe vastupidine.
Intuitiivselt on aga raske vastata kusimusele, kas leidub ka selliseid ulesandeid, mis pole
arvutil tldse lahendatavad. Millised tulesanded on arvutil efektiivselt lahendatavad?
Mida uldse moista efektiivsuse all ja kuidas seda moota? Jne.

Eri algoritmide omaduste uurimiseks kasutatakse mitmesuguseid arvutite mudeleid,
mis voimaldavad vaatluse alt korvale jatta kasitletava kusimuse seisukohalt ebaolulised
erinevused arvutite arhitektuurides ja kasususteemides, kasutatavate programmeeri-
miskeelte isearasused jne.

Turingi masin on abstraktne mudel, mis esitab matemaatiliselt tapselt algoritmi
ja arvutusprotsessi moisted ning voimaldab neid matemaatiliste meetoditega uurida.
Selle mudeli esitas 1936.a. inglise loogik Alan Turing. Samal aastal ilmus ameerika
matemaatiku Emil Posti artikkel ka teise, Turingi masinaga ekvivalentse arvutamise
mudeli - Posti masina - kohta. Hiljem on kasutusele voetud veel teisigi Turingi masinaga
samavaarseid mudeleid, nagu naiteks Markovi ahelad, generatiivsed grammatikad jne.

Turingi masinat voib ette kujutada koosnevana arvutusseadmest ja lindist infor-
matsiooni kodeeritud esitamiseks. Lint on molemas suunas lopmatu ning jaotatud
diskreetseteks osadeks - pesadeks, millest igatuks voib sisaldada etteantud tahestikus
uhe sumboli. Lindiga on seotud lugemis-kirjutamispea, mis voib teatud fikseeritud
ajaintervalli jooksul kas lugeda lindilt uhe sumboli voi salvestada sinna uhe sumboli.
Kirjutamisel kaob varem samas pesas olnud sumbol, s.t ta kirjutatakse ule. Lugemine-
kirjutamine on voimalik vaid sellesse lindi pessa, mis on parajasti lugemis-kirjutamispea
kohal. Arvutusseade saab tihe ajakavandi jooksul liigutada lugemis-kirjutamispead tihe
pesa vorra paremale voi vasakule.

Turingi masina arvutusseadme olekute hulk on fikseeritud. Igal ajahetkel voib Tu-
ringi masin olla parajasti uhes olekus. Arvutusseadmel on programm, mille jargi ta
tootab. Turingi masina programm e. algoritm on kaskude hulk, mis maarab arvu-
tusseadme kaitumise igas voimalikus olekus. Kasu taitmine tahendab lindilt tithe sim-
boli lugemist ning sellele jargnevat siirdumist uude olekusse koos lugemis-kirjutamis-
pea liigutamisega voi sumboli kirjutamisega lindile. Millisesse olekusse siirdutakse ja
kas lugemis-kirjutamispea kirjutab lindile sumboli, soltub kasu taitmise algul lindilt
loetud sumbolist ja masina olekust.

Turingi masina olekute hulgast tostetakse esile algolek ja iiks voi mitu 1oppolekut.
Eeldatakse, et enne masina kaivitamist on lindile kirjutatud algandmed (mingi sona
Turingi masina lindi tahestikus), lindil olev séna péarast masina peatumist 16ppolekus
on masina t66 resultaat. Kui Turingi masina .A lindil on enne t66 algust sona z ning
parast t66 16ppu on seal séna y = f(x), siis Geldkse, et masin A realiseerib funktsiooni
f.

Turingi masina tahtsus pohineb nn. Turing-Churchi teesil: iga efektiivselt arvu-
tava funktsiooni voib realiseerida Turingi masinal (Igasuguse algoritmilise infotootluse
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voib sooritada Turingi masinal). See vaide pole matemaatiliselt toestatav, sest algo-
ritmilise infotootluse moiste ei ole matemaatiline formalism. Kull pole aga viiekimne
aasta jooksul seda vaidet suudetud umber likata. Selliste algoritmiliste protsesside ot-
simisel, mis poleks teostatavad Turingi masinal, on ilmnenud, et Turingi masin on sobiv
formalism mitmesuguste infotootluse probleemide lahendamiseks, eriti arvutatavuse
uurimiseks.

Lisaks eeldame veel taiendavalt (ja seda eeldust jargime kogu aeg ka edaspidi), et
passiivses olekus on Turingi masina lugemis-kirjutamispea selle pesa kohal, kus algab
“kasulik” info (algandmed véi t66 resultaat), valjaspool ”kasuliku” info piirkonda on
lint kogu t00 jooksul taidetud tuhikutega. Teiste sonadega, enne masina kaivitamist on
lindil vaid algandmed ja lugemis-kirjutamispea on valmis argumendi esimese sumboli
lugemiseks. Parast t60 1oppu on lindil vaid t006 resultaat ning lugemis-kirjutamispea on
resultaadi esimese sumboli kohal.

Naide 39. Olgu antud Turingi masin S, mille lindi tahestik koosneb kahest siimbolist
Ay ={U,|}. Masina S olekuteks olgu ¢o, ¢1 ja ¢, kus ¢o on algolek ja ¢ on l6ppolek.
Turingi masina programm olgu esitatud jargmises tabelis, kus read vastavad masina
jooksvale olekule ning veerud vastavad kasu taitmise algul lindilt loetavatele siimbolitele.
Tabeli lahtrites on naidatud uus olek, millesse masin siirdub jargmisel ajahetkel ning
selle siirdumisega samaaegselt lindile kirjutatav stimbol voi simbol ” R” voi ” L”. Vii-
mased tahistavad vastavalt lugemis-kirjutamispea liigutamist paremale voi vasakule.

(Right, Left).

1ol 1]

9| |91 |Rqo
q|Rqr| L
dr

Toodud Turingi masina S t00 esitamiseks kirjutame ules igal ajahetkel lindile kirju-
tatud stimbolid (ilma ”kasutute” tiihikuteta ”kasuliku” info ees ja taga). Lindi ”sisu”
uleskirjutamisel saadavasse sonasse lisame masina jooksva oleku tahise selle suimboli
ette, mis asub lugemis-kirjutamispea all. Naiteks kui lindil on enne masina S t60 algust
kolm ”kriipsu”, siis véib arvutusprotsessi kirjeldada lindi jargmiste olekute (Turingi
masina konfiguratsioonide) jadana:

f11|
g1 U
qs |

Kui lindi sisu tolgendada naturaalarvuna, mis vordub lindil olevate kriipsukeste
arvuga, siis voib toodud arvutusprotsessi kokkuvotlikult esitada seosena S(3) = 4.
Lihtne on néha, et Turingi masin S realiseerib funktsiooni s(z) = = + 1.

a

Ulesanne3. Koostada Turingi masinad, mis realiseeriksid funktsioonid
Lk:IN? — IN

nii, et l(z,y) =z +y ja k(z,y) =z - y.
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Jargnevas tuuakse ara definitsioonid 52 - 54, mis esitavad Turingi masina ja tema
funktsioneerimise matemaatilise rangusega.

Definitsioon52. Turingi masin on viisik A = (A, Q,p, 90, Qy), kus

1. Ay ={U,a1,...,a:} - (lindi) simbolite loplik tahestik;

2. Q@=1q0,---,qm} - olekute loplik tahestik;

3. p:Qx A — Q x (A U{L, R}) - tleminekufunktsioon;
4. qo € Q - lahteolek;

5. Q CQ - loppolekute hulk.

Definitsioon53. v € A x @ x A} on Turingi masina A konfiguratsioon.

qox - ldhtekonfiguratsioon, kus x € Ay,
ry - loppkonfiguratsioon, kus r € Q; ja y € Aj.

Definitsioon54. A(z) =y, kui oz Fy1 Fy2 b ooy By, kus

1. qox - lahtekonfiguratsioon;

2. ry - loppkonfiguratsioon;

3. i b viy1 parajasti siis, kui kehtib iks seostest (a), (b) véi (c):
(a) v; = uqav, vi41 = uaq'v ja p(g,a) =< ¢', R >;
(b) ~vi = uagbv, Yiy1 = uq'abv ja p(q,b) =< ¢', L >;
(c¢) vi = uqav, viy1 = uq'bv ja p(q,a) =< ¢’,b >.

Asjaolu, et Turingi masin A4 16petab argumendi x korral t66 olekus r, tahistame
A(z) — r. Kui argumendi vdirtuse « korral 16petab Turingi masin oma t66 16pliku
arvu taktide jooksul, kirjutame A(z) < oo, vastasel juhul A(z) = occ.

Definitsioon55. Turingi masinat A(A;, Q,p, 90, Qy), kus Qf = {qs,q;} nimetatakse
hulga X C A} karakteristlikuks Turingl masinaks, ku:

/ e kUlIEX

g7, kui z € X

Alz)

Hulka, mille jaoks leidub karakteristlik Turing: masin, nimetatakse lahenduvaks hul-
gaks.

Definitsioon56. Hulka M(A = {z | A(z) < co}) nimetatakse Turingi masina maa-
ramispiirkonnaks. Hulka, mis on mingi Turingi masina madaramispiirkonnaks, nimeta-
takse genereeritavaks hulgaks.

Naide 40. Jargneva tabeliga esitatav Turingi masin on sdnade hulga
X ={abY |Y € A*}
karakteristlik Turingi masin. Tahestik A = {a,b}.

Al a [6]U]

qo||q1 F2|qsb|qs U
q1|lqsL|q:L{qs L

Jargnevad Turingi masinad pole hulga X karakteristlikeks masinateks, nad on hulka
X genereerivateks Turingi masinateks.
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Blulalb |

qo||q2|q1 R|q2 R
q1||q2R|q2R|q: L
q2||q2R|q2R|q2 R

cllufalb]
qo||q0U|q1 R|qob
q1||q1U|q1a|q L

Jareldus 3. Iga lahenduv hulk on genereeritav.

Toepoolset, hulga karakteristiku Turingi masina saab teisendada seda hulka gene-
reerivaks masinaks. Selleks tuleb koik tileminekud loppolekusse ¢ asendada tilemine-

kutega uude (mitte 16pp)-olekusse g¢n41. Viimase jaoks aga peab laiendama Turingi
masina uleminekufunktsiooni s selliselt, et

<¢, X >=p(q,a), kui g {qo,...,qn} = Q jaq' & Qy;
p(a,a) = < qny1, X >, kui p(q,a) =< ¢;, X >jaq; € Qy;
<qnt1, R >, kui ¢ = qn41.

Turing: teest erikuju: iga efektiivselt arvutatavate objektide hulk on algoritmiliselt
genereeritav.

Turingi masina kodeerimine.

Turingi masina kask on sona

ga;qr X

Jooksev Jargmine Tegevus (X € A; U{L, R})
olek olek

Loetav

sumbol
Turingi masina tleminekufunktsioon voib olla esitatud programmina e. kaskude
jadana. Kasud on jadas tksteisest eraldatud sumbolitega ”;”. Naiteks hulka X =

3

{abY | Y € A*, A={a,b}} genereeriva Turingi masina C programm oleks jargmine:

qo U qol;  qoaqiR;  qobqob;
@ Uqal;  qiaqia;  qibgiL;

Olgu Turingi masina programm P = 2125 . . . &,. Turingi masina kood on séna R(P)

tahestikus A2 = {U, |, 0}, kus R(P) = R(z1)R(z2) ... R(zy,). Seejuures on simbolite
koodid defineeritud jargmisel viisil:
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R(g)=0[] ... [|[0
t44

Kokkuvottes: iga Turingi masinat saab kodeerida, esitades ta sonana tahestikus
Az = {U, 0, |}. Samuti on sellist sdna véimalik ”té6delda” mdne teise Turingi masina
abil. Seega saab Turingi masinat rakendada ka teiste Turingi masinate koodidele.

Naide41. Leida Turingi masin, mis kopeerib omasisendi. Masina tileminekufunktsioon
on toodud jargnevas tabelis.
Turingi masin, mis kopeerib argumendi vaartuse.

Uz) =z *w, z € {a,b}*, A3 ={U,q,b,"}

Plufalb ] "]

g0 ||qo* |qo R |@oR |1 R
q1 ||92*

q2 ||g3R |g2L |2l |q2L

q3 qall |q1all |qs U

qa |lgs R

g5 |lgsa g5 R |¢- R |¢5 R
g6 ||g7a |gs R

qr qsL |gsL |gsL

qs qol |qoL |qoL

99 qroll|q11R|q12 R
q10 qra |q7a

q11 q7b |g7b

q12 q12% |q12% |q12L
913 q20a

qualjq1s5 R

q15||q16b |q15 |15 R|q15 R
q16|/q17b qi6l?

q17 q18L |q18L |q18L
q18 qioL |q19L |q1oL
q19 q20lt|q21 8| q2a R
q20 q17@ (9174

q21 qi7b |qu7b

q22 q22% |q22%* |qa3L
293 qa2b

924

425
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Universaalne Turingi masin.

Definitsioon 57. Turingi masinat U, mille korral suvalise Turingi masina R ja argu-
mendi x puhul kehtib seos

URU) *R(x)) = R(U(x)),
nimetatakse universaalseks Turingt masinaks.

Teoreem 22. Eileidu sellist Turingi masinat, mis suvalise Turingi masina A ja lihtesona
x korral "tunneb ara”, kas masin lopetab too vor mitte.

Toestus. Oletame, et teoreemis kirjeldatud Turingi masin eksisteerib. Olgu selline
masin tahistatud siimboliga D. Seega

¢, kui A(z) < oo,
/ q
\

g7, kui A(z) = oo.

D(R(A)"R(2))

Olgu D" selline Turingi masin, mis rakendatuna R(.A)-le, kopeerib kdigepealt oma
argumendi ja seejarel ”jaab tsuklisse”, kui masina D korral on tulemus jaatav, s.t. kui
D(R(A) * R(A)) — g4. selline Turingi masin on konstrueeritav naite 41 ja jarelduse
3 pdhjal.

Seega kehtivad seosed

_ 00, kui D(R(A) * R(A)) — ¢+ = A(R(A)) < oo,
D (R(A) = { < o i DIR(A) = R(AY) — g = ARA)) =

Kokkuvottes saame, et

oo, kui A(R(A 0,
(R(A)) = {< 0o, kui AEREA;; o

Rakendame nuud Turingi masinat D" iseenda koodile:

e 00, kui D (R(D")) < oo,
D (R(D7) = {< 00, (R(D")) = .

See on ilmne vastuolu. Seega vaitevastane oletus Turingi masina D eksisteerimise
kohta ei kehti.
a

Jareldus4. Leidub ulesandeid, mis pole algoritmiliselt lahenduvad.
Jareldus 5. Universaalse Turingi masina mddramispiirkond pole lahenduv hulk.

Toepoolest, kui universaalse Turingi masina maaramispiirkond oleks lahenduv, siis
leiduks selline Turingi masin M, et

gz, kui U(RU * R (z)) < oo = U(x) < 00,

M(R(U) *R(z))
gf, kui U(R(U) *R(z)) = co = U(x) = oo.
Nagu naha, on masin M ekvivalentne teoreemi 22 toestuses kasutatud masinaga D.

Kuna sellist masinat ei leidu, siis pole universaalse Turingi masina maaramispiirkond
lahenduv.
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4.2. Rekursiooniteooria

Praktilistes arvutustes (inseneriarvutused, fiiisikaliste médtmistulemuste tootlemine,
majandusanalillis jne.) kasutatavate arvutusvotete arv on tpris piiratud.
Vaatleme naitena funktsioonide ligikaudse arvutamise valemeid:

M n
x . _
e’”%ZH:SM ( Tapsus | Spr — e | < 107F),
n=1
\/E% Ynt1 = 0:5(yn + yLn) .
Nendes kasutatavad arvutamisvotted (operaatorid):

— funktsioonide jarjest rakendamine e. superpositsioon;
— lahendamine rekursiooni abil, kusjuures kasutatakse sama funktsiooni eelmisi vaartusi,
— minimeerimine e. arvutamine seni, kuni on taidetud teatud tingimus.

Nagu jargnevast selgub, on nende operaatorite hulk teatud mottes piisav, selleks et
esitada mistahes arvutatavaid funktsioone. Selleks tuleb nimetatud operaatorid esitada
koigepealt formaalselt.

Definitsioon 58. ﬁtleme, et n-kohaline funktsioon f on saadud m-kohalisest funk-
tsioonist g ning n-kohalistest funktsioonidest hq,...,h,, superpositsiooni operaatori
SmtL rakendamise teel [f = S™V(g; hi,..., hm)], kut kotkide zq, ..., z, vidrtuste
korral kehtib vordus

fler, .o zn) = glha(er, o xn), oo hm(®1, . )

Definitsioon 59. ﬁtleme, et (n + 1)-kohaline funktsioon f on saadud n-kohalisest
funkisioonist g ning (n + 2)-kohalisest funkisioonist h rekursiooni operaatori R raken-
damise teel [f = R(g, h)], kui koikide x1, ..., xn, y vidrtuste korral kehtivad vordused

{f(;l‘l,...,l‘n,())Ig(;l‘l,...,rn),
f(xla"'amn:y+1):h(rla"':In:y:f(rla"':rnay))

Naide42. Funktsioonide esitamine rekursioonioperaatori abil:
1. f(z) = 2!

Kuna faktoriaal on defineeritud seostega

0l=1
{(m+1)!:(r+1)~x!,

saab tema arvutamiseks kasutada rekursioonioperaatorit f(z) = R(g,h), kus g =1

Jah(y, f(y)) = (w+ 1) f(y).
2. fle,y)=z-y

Korrutise omadustest :

{ z-0=0
r-(y+) =2z -y+=z
jareldub, et f(z,y) = R(g, h), kus g(z) = 0 ja h(z,y, f(z,y)) = flz,y) + =.

Kirjeldatud operaatorid naitavad, kuidas saada lihtsamatest funktsioonidest keeruka-
maid.

ad
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Definitsioon60. Funktsioone

@”(1‘1,
s(z) =x+1;
I (21, ..., &n) = T m € {1,

nimetatakse algfunktsioonideks.

...,n}

.. &n) =0 (n-kohaline konstantne funktsioon);

Teoreem 23. Algfunktsioonid on arvutatavad Turingi mottes.

Téoestus. Olgu n kodeeritud stringina 0[|| .. .|0
—_——

1. o"

2. s(z)=2z+1

Skeem:

)
=y
[

q20

Lindi algseis

~0 0[]0 Of]---]0 O][---]0 --- O][---]ou ---
—~ —— S——
m 1 9 T
[ u [ o [ ]
qo||lq1 R qoUl
7|2 R q1U
q2||gz R Im=1 qall
q3]|q4 R qm=2 qsU
In41 Qn+2R Im=n Gn42U
Int2 = qm=1 = q||qit1
qi+1 Q2 R
9142 Qi+3 Q42 R
Q3|45 |qpald  |qrpal
Qiga||qgs R
Qs ||q+5 R |qre Ll |6l
Qitsllgs R Qivs L |qi46l
m=i = qk||qx+1 R
Qrt1||k42R |qeg2U
qrt+2| k42 k43l |gr42U
Qr+3i|| k304218
Qk+3i+1 ||k +3i+2 B|qp 30411
Qk+3i+2||Qk+3i+2 |1 U qr4+3i42U




Olekutele ¢m—; = ¢ kuni ¢43:42 vastavad read esinevad funktsiooni I, Turingi
masina tabelis iga ¢ = 2,3, ..., n jaoks.
O

Definitsioon61. Funktsiooni f : IN" — IN nimetatakse lihtrekursiivseks (LRF),
kui f on algfunktsioon voi ta on saadav algfunktsioonidest superpositsioont ja rekur-
stoontoperaatort abil.

Jareldus6. Iga LRF f : IN® — IN on koikjal mddratud.

Naide 43. Summa on lihtrekursiivne funktsioon:

Sz, y)=z+vy
{S(m,O) =z
S(z,y+1) =Sz, y) + 1
g(x) = Ii(x
h(z,y,z) = z+ 1 =s(z) = s(I3(z,y,2))

h(z,y, S(z,y)) = S(z,y) +1

Summa funktsioon operaatortermina (vrdl. Def. 66): S = R[I}, S?[s, I3]].
a

Definitsioon62. Turing: masinate My, ja Ms kompositsiooniks nimetatakse nende
jirjest rakendamist: Ma(M;(x)). Kompositsiooni operaatori tahis on o. Seega

M1 o Mz(.z‘) = Mz(Ml(.Z'))
Iga kahe thise sisendtahestikuga Turingi masina

M1 = (At;Qlapla q()JQIf)
ja

MZ — (At: Q?:pQ, qg: Q;‘l)

kompositsiooni saab konstrueerida jargmisel teel:

1. nimetada masinate olekud timber, nii et Q1 N Q2 = 0;

2. kirjutada masina M5 tabeli read masina M; tabelisse viimase rea jarele, kustutades
eelnevalt masina M; loppolekutele vastavad read (iileminekufunktsioonide pl ja p2
tthendamine);

3. saadud tabelis asendada suunamised masina M; 16ppolekusse suunamistega masina
M algolekusse.

Kokkuvottes voib oelda, et kompositsioon M; o M3 on Turingi masin

M = (AtaAl U Q?JPJQGJQIJ‘I)a

kus tileminekufunktsioon p rahuldab jargmisi tingimusi (parast olekute imbernimeta-
misi):

p(q,a), kui p(q,a) & Q%;
90,  kuip(q, a) € Q.

p(g,a) = {

Naiide 44. Olgu antud Turingi masinad, mis realiseerivad funktsioone t(z*;y) = Uy
jae(z *y) = & *; y) (noolega on tahistatud lugemis-kirjutamispea asukoht). Konstru-
eerime nende Turingi masinate kompositsiooni N' = £ o Z.
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EHNEIERES
90]] lgoR[g0R2]qy+]

HERUIES
9oa; B] |04

NIuTo T ]=]
q0 qolt|qo | q1*
q|qs R q1U

Masina N korral N(z xy) = z Uy y.
Véib aga koostada ka masina NV = N oL =E&oZ oL niiet N(z*xy) =z Uy.
Antud juhul on komponent £ kujul

Llufo]l]
qo||q1 L |qoL
nlgs Bl Ll L

Viimasel juhul kehtib seos £(z Uj y) =1 z U y.
O

Naide 45. Turingi masin, mis lindil info ”kokku suruks”, on esitatav kahe lihtsama
Turingi masina kompositsioonina.

B=B oL, kus B'(zU...Uy) = zy;

Blu o ]]]
Q||| gl |q R
q || | g2U | gel
72 || g3 R
93 ||910L| g4L | qaL
qa |94l | s R | g5 R
qs || 50
g6 || q7 R
7 ||912L] qsL | qsL
qs || qsL | o R | qo R
q9 || 9ol QR
q10|910L|q11R|q11 R
q11)| 950
q12||q12L|q13 R |13 R
q13 Qf|

Bz U...y)==ay

a
Teoreem 24. Kui g on m-kohaline arvutatav funktsioon ja hy,...hy, on n-kohalised
arvutatavad funktsioonid, siis on ka funktsioon f = S™t1[g;hy, ..., hy] arvutatav.
Téestus. Eelduse pdhjal leiduvad Turingi masinad G, H1, ..., H,,, mis realiseerivad
funktsioone g, hy, ..., hp,.
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l hl(l;la a‘rn> hm(mla' )"rTL)
0l]..... 0 0l]..... 0
OOl 0
g
0.0

ghi(zy, .. @n), o hm(z1, oy 20)) = 21, . 20)

Turingi masina, mis realiseeriks funktsiooni f, saab olemasolevatest masinatest
konstrueerida jargmiste kompositsioonide abil:

TJ=Ro...ol oHmoH,,_1oH, _s0...0H| G,

m—1 korda

kus R’ = R o N (R on sisendit kopeeriv Turingi masin ja A" on sama, mis naites 44)
jaH, =LoH;0Bi=1,2,...,m (Turingi masinad £ ja B on vdetud naidetest 44 ja
45).

Teoreem 25. Kui g on n+ 2-kohaline arvutatav funktsioon ja h n-kohaline arvutatav
funktsioon, siis on f = R[g,h] n+ 1-kohaline arvutatav funkisioon. (Toestada iseseis-

valt).

Jareldus 7. Kaik lhtrekursiivsed funkisioonid on arvutatavad.

Vastupidine ei kehti: arvutatavaid funktsioone on rohkem kui lihtrekursiivseid.

Definitsioon 63. ﬁtleme, et n-kohaline funktsioon f on saadud n+1-kohalisest funkt-
sioonist g minimeerimisoperaatori p, abil ning kirjutame f = pylg], kui muutujate
X1,..., %, koigi vaartuste korral

y, kus y on vihim selline element, et g(z1,...,2,,y) =0,
kusjuures iga z < y korral g(x1,..., %y, 2) on mddratud
ja # 0;

pole madratud, vastasel juhul.

py-operaatori abil esitatud funktsiooni vaartust voib arvutada vastavalt jargmisele
plokkskeemile.
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Arvutada
9Xys -0 X Y)
- +
yi=y+1l|<=—— g(xl,...,xn,y):O? Ty =g, xy) T

Definitsioon 64. Funktsioone, mis on saadud algfunktsioonidest superpositsiooni-, liht-
rekursiooni- ja mintmeerimisoperaatori rakendamise teel, nimetatakse osaliselt rekur-
stivseteks funktsioonideks.

Jareldus8. Lihtrekursiivsed funkisioonid on osaliselt rekursitvsed.

Jareldus9. Osaliselt rekursiivsed funktsioonid ei pruugi olla kéikjal mddratud.
Pohjusi, miks osaliselt rekursiivne funktsioon voib teatud kohal olla maaramata, on

kaks:

1. ei leidu sellist vadrtust y, et g(z1,...,20,y) = 0;
2. leidub vddrtus y, nit et g(z1,...,2n,y) = 0, kuid g(z1,...,2,,2) on mddramata
mingt z < y korral.

Definitsioon 65. Kéikjal madratud osaliselt rekursiivseid funkisioone nimetatakse uld-
rekursiivseteks funktsioonideks.

Naide 46. Funktsioon f(z,z) = py[(|]z — z| — sign(y))] on osaliselt rekursiivne funkt-
sioon. Minimeerimisoperaatori argument on lihtrekursiivne funktsioon:

sign(z) = R[0°, s(0*(z, y))]
z—y = R[I}, RO, I7](13)]

|z — 2] = (Z—:L‘) + (z;a:)
Tulemuseks saame

0,kui |z — z| = 0;
flx,z) = ¢ Lkui | — 2| = 1;
madramata, kui |z — z| > 1.
Naiteks pole maaratud f(2,0) (pohjusel 2).
O

Naide 47. Osaliselt rekursiivse funktsiooni h(x) = p,[f(x, z)] vaartus on kohal z = 2
madramata, kuigi f(2,2) = 0 (pShjusel 1).
a

Teoreem 26. Osaliselt rekursiivsete funktsioonide hulk langeb kokkuw Turing: mottes
arvutatavate funktsioonide hulgaga.
(Téestuseta).
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4.3. Godeli numbrid

Definitsioon 66. Operaatortermiks on:

— 1ga funktsioonisumbol;
— avaldis kujul E(tq,...,t,), kus E on n-kohaline operaator ja t1, ... ,t, on operaa-
tortermid.

Muid operaatorterme pole.

Operaatortermid esitavad funktsioone. Naiteks funktsiooni f(z) = z—1 esitab term
R[0, I3].

Funktsioone, mis on esitatavad ainult siimboleid ©°, s, In, 8™+ ja R sisaldavate
operaatortermide abil, nimetatakse lihtrekursiivseteks funktsioonideks. Kui operaator-
term sisaldab ka minimeerimisoperaatori tahise, siis on tegu osaliselt rekursiivse funk-
tsiooniga e. lihtsalt rekursiivse funktsiooniga. Rekursiivseid funktsioone, mis on koikjal
maaratud, nimetatakse ka uldrekursiivseteks funktsioonideks.

Mitmekohalisi rekursiivseid funktsioone voib kasitleda ka iihekohalistena. Selleks
toome koigepealt sisse korteezide jarjestuse.

Kahekohaliste korteezide jarjekorra moodustamiseks sobib Cantori funktsioon
c(z,y) = 0,5(x + y)(z + y + 1) + «. Paaridele vastavusse seatavad jarjekorranumbrid
on

¢(0,0)=0, ¢(0,1)=1, ¢(1,0)=2, ¢(0,2)=3, ¢(1,1)=4, ...

Leiduvad ka poordfunktsioonid, mis paari jarjekorranumbrile seavad vastavusse selle
paari esimese ja teise elemendi

l(e(z, )

r(c(z,y)) = y.
Ulesanne4. Leida funktsioonide 1l ja r analuutiline kuju.
Kolmekohaliste korteezide kodeerimiseks saab kasutada funktsiooni

A(z,y, 2) = c(e(z, ), 2).

Dekodeerimiseks sobivad aga funktsioonid

Analoogiliselt saab kodeerimist laiendada kuitahes pikkade korteezide hulgale. Naiteks
t-kohaliste korteezide numeratsioon on esitatav funktsiooniga

ci(azl, ce®) = c(ci_l(rl, e ®i1), X5).

Teoreem 27. Kui superpositsioonioperaator: suhtes kinnine funktsioonide klass sisaldab

korteezide kodeerimise ja dekodeerimise funktsioone ¢, cT*, ... c, siis selle klassi iga
m-kohalise funktsiooni f jaoks leidub samasse klassi kuuluv whekohaline funktsioon
(funktsiooni ihekohaline esindaja) g, nii et muutujate xy, ..., ¢y, kéigi funktsiooni f

mdaaramispiirkonda kuuluvate vaartuste korral kehtib vordus

flzr, . zm) = g(c™ (21, ..., 2m)).
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Toestus. Igan = c¢™(z1,...,2m) jaoks kehtib seos
g9(n) = f(c*(n), ..., cq(n)).

Jarelikult saab mitmekohalised funktsioonid asendada tithekohaliste funktsioonidega.
Selleks, et iithekohaliste funktsioonide hulgal uurida arvutatavuse probleeme, vajame
operaatoreid iihekohaliste funktsioonide genereerimiseks algfunktsioonidest.

Toome jargnevalt moned operaatorid iithekohaliste funktsioonide konstrueerimiseks.

Definitsioon67. Funktsioon h(z) on saadud funkisioonidest f ja g litmisoperaatori
kasutamise teel, kut muutuja x iga vadrtuse korral

h(z) = f(z) + 9(2).
Vastav tahistus on h = f + g.

Definitsioon 68. Funktsioon h(x) on saadud funkisioonidest f ja g kompositsiooni-
operaatort kasutamise teel, kui muutuja x iga vaartuse korral

Vastav tahistus on h = f - g.

Definitsioon 69. Funktsioon h(z) on saadud funkisioonist f pééramisoperaatori ka-
sutamise teel, kui muutuja x iga vaartuse korral

hz) = p:[f(z) — z].
Vastav tahistus on h = f=1,

Definitsioonis 69 kasutatav lahutamise tehe f(z) — @ on maaratud vaid juhul, kui

f(z) > w.

Pooramisoperaator on minimeerimisoperaatori teatav ihekohaline analoog. Lihtre-
kursioonioperaatori lihtsamaks, ”tihekohaliseks vormiks” on jargmine iteratsiooniope-
raator.

Definitsioon 70. Funktsioon h(z) on saadud funktsioonist f iteratsioonioperaatori ka-
sutamise teel, kui muutuja x iga vaartuse korral

h(z) = F(f(... 7(0)...)).
zkorda

Vastav tahistus on h = +f.
Naiteks, kui f(z) = 2+ =, siis ¢f(z) = 22.
Uhekohaliste funktsioonide arvutatavuse maaravad kaks Robinsoni teoreemi.

Teoreem 28. (Robinsoni I teoreem). Koik ihekohalised lihtrekursiivsed funkisioonid
on saadavad algfunkisioonidest s(x) = z+1 ja q(z) = 2 — [\/z|? (ruutjdigi funktsioon),
kasutades littmise, kompositsiooni- ja ileratsioonioperaatorit.’

a

Teoreem 29. (Robinsoni II teoreem). Koik ihekohalised osaliselt rekursiivsed funkt-
sioonid on saadavad algfunktsioonidest s(z) = z + 1 ja q(z) = z — |\/z|?, kasutades
littmise, kompositsiooni- ja pooramisoperaatorit.

Funktsioont godeliseerimiseks nimetatakse tema Godeli numbri valjaarvutamist.

? Avaldis |a] tahistab reaalarvu a tiisosa.
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Definitsioon 71. Funktsioon: h Godeli number on arv Gh, mis arvutatakse vastavalt
jargmisele valemile:

2, kui h = s;

3, kui h = q;

5¢T %79 kuih = f + g;
1197 %1399 kui h = fog;
1797 kui h = f~1;
1997 kui h = of .

Gh

Sisuliselt kodeerib Godeli number funktsioonile vastava operaatortermi. Teatud juh-
tudel voib thel ja samal funktsioonil olla ka mitu erinevat Godeli numbrit:

Gh = 5% % 7% = 8575, kui h(z) = s(z) + q(z)
ja
Gh =5 7% = 6125, kui h(z) = q(x) + s(z).
Vaatleme mingit funktsioonide klassi F'. Klassi F' k-kohaliste funktsioonide alamhulga

tahistame siimboliga F¥.

Definitsioon 72. k+1-kohalist funktsiooni U nimetatakse alamklassi F'* universaalseks
funktsiooniks, kui

1. iga fikseeritud vaartuse a korral kuulub muutujatest x1,...,x, soltuv funktsioon
Ua,z1,...,2x) klassi F*;

2. iga funktsiooni f € F* korral leidub selline naturaalarv b, et kéikide muutujate
X1,..., %, korral kehtib vordus

fle, .. zp) = U(by 21, ..., 2p).

Kui funktsioonide klass F' sisaldab Cantori funktsiooni ja selle poordfunktsioone,
siis saab ka alamklassi F'* universaalse funktsiooni (muidugi vaid juhul, kui selline
olemas on) asendada iihekohaliste funktsioonide klassi F'! universaalse funktsiooniga:

Uk(a,z1,...,2,) = Ula, cF(z1, ..., 2,)).

Teoreem 30. (Cantori teoreem). Kui asenduste suhtes kinnises koikjal mdadratud funk-
tsioonide klassis leidub selline funktsioon g, et iga vddrtuse z korral g(z) # z, siis ei
sisalda F universaalset funktsiooni alamklassile F* dhegi k= 1,2, ... korral.

Téestus. Oletame, et mingi k = 1,2, ... korral siiski leidub klassis /' hulga F'* univer-
saalne funktsioon U. Siis saab moodustada muutujatest z, ...,z soltuva funktsiooni

f('rla"'axk) = g(U(l’l,Il,.-.,;ﬁk)),

mis teoreemi eelduse kohaselt kuulub hulka F'.
Universaalse funktsiooni definitsiooni pohjal leidub selline arv b, et iga z1,..., zg
korral kehtiks vordus

Ub,zy,...,2x) = f(z1,...,25).
Jarelikult kehtib see seos ka 21 = b jaoks ja seega
U, byza,...,z5) = f(byza,...,x5) = g(U(b,b,2a2,...,21)).

Viimane vordus on aga vastuolus teoreemi eelduses esitatud noudega funktsiooni g
kohta.
a
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Jareldus10. Lihtrekursiivsete funktsioonide jaoks konstrueeritud universaalne funki-
stoon pole lihtrekursiivne funktsioon.

Toestus. Lihtrekursiivsed funktsioonid on koikjal maaratud ja sisaldavad funktsiooni
s(z) = & + 1, mis rahuldab teoreemis 30 funktsioonile g esitatud néudeid.

Teoreem 31. Osaliselt rekursiivsete funkisioonide alamhulga universaalne funktsioon
on osaliselt rekursiivne.
0O

(Toestuseta).

Naiteks voib esitada ka osaliselt rekursiivse funktsiooni definitsiooni universaalse
funktsiooni kaudu:
s(z),kui a = 2;
q(z), kui a = 3;

Ub,z)+ U(c,z),kui a = 5° % 7%

Ula,2) = UEb, U)(c, l‘)(), ku)i a=11°%13%;
po[U(b, z) — ], kui @ = 17%;

maaramata ulejaanud juhtudel.

Uhekohalist osaliselt rekursiivset funktsiooni, mille Godeli number on a, tahistame
sumboliga ¢,

Edasi vaatleme, millistel tingimustel voib saada tithe funktsiooni Godeli numbritest
teise funktsiooni Godeli numbri.

Olgu antud funktsiooni g Godeli number. Eeldame, et koikide zq,...,z, korral
kehtib seos

f(Ia,...,;l’n) :g(yla"':ym:xla"':xn)
Kasutades A-notatsiooni, voib funktsiooni f esitada kujul

=2z, . A zng(y1, - Ym, T1, .o, Tn).
Funktsiooni f Godeli number olgu a. Kas leidub funktsioon

/\1‘1,...,/\1‘,1.(,051”-'-7”) (Y1, -y Ym, &1, o, ),

mille vaartus on a?

Teoreem 32. (Kleene’ s-m-n teoreem). Leidub selline m + 1-kohaline arvutatav funk-
tsioon S nii, et suvaliste a,y1,...,Yym korral kehtib vordus

(’D(Srj’lg(a,yu...,ym) = Az, .. .,)\zn.gogm"'") (Y1, Ymy 215+« -, Zn)-

(Toestuseta).

Teoreem 32 on arvutiteaduses osaliste arvutuste (mized computations) meetodi teo-
reetiliseks aluseks.

Naiteks exp(z,y) = «¥ on arvutatav funktsioon. Vastav operaatorterm on

exp = R[S?[s; 0°], S3[x; I3, IZ]].
Siis on s-m-n teoreemi pohjal arvutatavad ka astmefunktsioon ja eksponentfunktsioon
as(z) = Aexp(x,a) = z°
ja
ex(y) = Ay.exp(e,y) = ¢¥.

S-m-n teoreemi jareldus on ka jargmine teoreem. (Tapsema toestuse jatame siinko-
hal andmata).
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Teoreem 33. (Kleene’ pisipunkti printsiip). Mistahes arvutatava funktsiooni h korral
letdubd selline naturaalarv u, et kehtib vordus

Pu = Ph(u)-

Teoreemi 33 nimetatakse ka rekursiooniteoreemiks.

Funktsioon ¢p(,,) kujutab endast arvutatavate funktsioonide superpositsiooni. Seega,
kui mingi funktsiooni maaratluses esineb defineeritav funktsioon vorduse molemal
poolel ja defineeriv avaldis kujutab endast arvutatavate funktsioonide superpositsiooni,
siis on ka defineeritav funktsioon arvutatav.

Naiteks on faktoriaal defineeritav vordusega

f(x) = sign(z) + z * f(z—1) * sign(z), (16)
kus
. 0, kui z = 0;
sign(z) = { 1, kui z # 0.
ja

. 1, kui z = 0;
sign(z) = 0, kui z # 0.

Kuna vorduse (16) parem pool kujutab endast arvutatavat funktsiooni, siis on ka
funktsioon f(z) = z! arvutatav.

Kleene’ pusipunkti printsiibi teise jareldusena vaatleme Rice teoreemi.

Teoreem 34. Arvutatavate funktsioonide Godeli numbrite iga mittetriviaalne hulk on
mittelahenduv. (Mittetriviaalseks loetakse siin mittetihja ja mitteuniversaalset arvu-
tatavate funktsioonide hulka).

Toestus. Olgu H mingi mittetriviaalne arvutatavate funktsioonide hulk. Oletame vaite
vastaselt, et hulga H Godeli numbrite hulk Hg on lahenduv. See tahendab, et leidub
Turingi masin (e. arvutatav funktsioon) h, nii et

1, kuiz € Hg;
hz) = {o, kui z ¢ He.

Selle funktsiooni pohjal on lihtne konstrueerida uus funktsioon:
k(x) = sign(h(z)) * p.[h(z) — 1] + sign(h(z)) * p-[h(z) — 0].

Funktsioon k(z) on arvutatav ja kdikjal maaratud, kuna hulga H mittetriviaalsuse
tottu on hulgad Hg ja Hf molemad mittetithjad.
Lihtne on naha, et

k(z) = deHg kuiz € Hge. o € H;
T \c€Hg, kuize H e o, ¢ H,

kus H{, tahistab hulga H¢ taiendit.
Vastavalt Kleene’ pusipunkti printsiibile leidub selline Godeli number u, et kehtib
vordus

Pu = Pk(u)- (17)
Kui ¢, € H, siis k(u) = ¢’. Kuna aga ¢/ € Hg, siis pp(y), mis on aga vastuolus

vordusega (17). Analoogiliselt saame naidata ka, et kui ¢,y € H, siis @, & H.
a
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Jareldus11. Pole olemas algoritmi, mis etteantud Godeli numbri péhjal otsustaks,
kas sellele numbrile vastav funktsioon on koikjal madaratud voi mitte.
‘Naiteks pole arvutatav funktsioon

z + 1, kut funktsioon, mille Godeli number on z,
g(z) = omab vddrtust, s.t 3z(pg(z) = 1);
0, vastasel juhul.

Selle pohjuseks on asjaolu, et nditeks funkisioon h(z) = 2x+2, mille Gédeli number
on 1225, ei oma vaartust 1 ihegi argumendi vaartuse korral. Vastavalt jareldusele 6 e
letdu aga algoritmi, mis teeks kindlaks, kas funktsioon

v(z) = p[h(z) =1 & z = 2]
on kotkjal madratud voi mitte.

Jareldus12. Pole olemas algoritmi, mis Godeli numbrite jargi tunneks dara, kas kaks
antud funktsiooni whtivad vor mitte.

Jareldus13. Pole olemas algoritmi, mis suvalise vorrandi f(z) = 0 korral "teeks kind-
laks”, kas vorrand on lahenduv vor mitte.

4.4. #Elgoritmide ja tlesannete keerukus

4.4.1. Ajaline ja mahuline keerukus

Paljud lahenduvad iilesanded ei ole praktikas siiski arvuti abil lahendatavad, kuna
nouavad selleks liiga palju aega ja/véi méalu voi muid ressursse. Algoritmi nn. ressursi-
noudlikkust iseloomustab keerukuse moiste.

Algoritmi keerukus on arvnaitaja, mis iseloomustab algoritmi tooaega voi vaja-
likku malu suurust soltuvalt algandmete mahust. Enamasti kasutataksegi algoritmi
hindamisel tema ajalist ning mahulist keerukust. Naiteks Turingi masina M korral
iseloomustab tema ajalist keerukust funktsioon Thr(n) - toctaktide arv, mis kulub
sisendséna z t66tlemiseks, n = |z|. Mahuline keerukus Sys(n) on sisendsona z tootle-
miseks kasutatavate lindi pesade arv. Arvutusseadme teiste mudelite korral moodetakse
programmi (algoritmi) tédaega vastava mudeli kaskude (iileminekute) arvuga ning
mahtu antud mudelis kasutatavate malupesade arvuga. Naiteks magasinmaluga au-
tomaadi korral on ajaline keerukus hinnatav uleminekute arvuga, maht aga jooksvalt
magasini salvestatavate mitteterminaalide arvuga.

Uldistatult vaib oelda, et algoritmi ajalist keerukust valjendab funktsioon f, mis
igale selle algoritmijargi lahendatavale konkreetsele tilesandele andmete mahuga n seab
vastavusse selle lahendamisel sooritatavate algoritmi sammude arvu f(n).

Algoritmide realiseerimisel saadavate arvutiprogrammide tookiiruse vahetu teoreeti-
line hindamine on vaga keeruline, soltudes suurest hulgast praktilistest detailidest.
Vastavate algoritmide ajalise keerukuse teadmine aga annab lihtsa voimaluse ka nende
alusel koostatud programmide vordlemiseks. Reeglina voib eeldada, et programmi t00
aeg on vastava algoritmi ajalise keerukuse kordne ¢f(n), kus ¢ on konstant. Naiteks saab
vorrelda erinevate algoritmide realisatsioone tihes ja samas arvutikeskkonnas, sealhul-
gas méirata lilesande lahendusaja kasvu soltuvalt algandmete mahu kasvust (vt. tabel
1). Seejuures pole konkreetset (i-ndat) realisatsiooni iseloomustavat kordajat ¢; vaja
teadagi.
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Tabel 1

Lahendamisaja suhteline kasvamine,
kui algandmete maht suureneb 5-1t 25-le

Programmi t66 Lahendamisaja suhteline
aeg cf(n) suurenemine f(25)/f(5)
C1 1
calogn 2
c3n 5
canlogn 10
esn? 25
cen® 125
cr2" 1048576

Algoritmi ajalise keerukuse hinnang maarab ka algoritmi praktilise rakendatavuse
piiri: vaga kiiresti kasvava keerukusfunktsiooniga algoritmi tasub realiseerida vaikese-
mahuliste tlesannete ringi jaoks, kuna suuremate iilesannete lahendusaeg osutub prak-
tiliselt 16pmatuks (vt. tabel 2).

Tabel 2
Erineva keerukusega programmide ajalised piirid
Keerukus Suurim iilesanne, Suurim tilesanne, Suurim tlesanne,
(mikrosek.) mille lahendamise mille lahendamise mille lahendamise
aeg < 1 sek. aeg < 1 paev aeg < 1 aasta
n n = 1000000 n = 86400000000 n = 31530000000000
nlog, n n = 62746 n = 2755147514 n = 798160978500
n? n = 1000 n = 293938 n = 5615692
n3 n = 100 n = 4421 n = 31593
2n n =19 n = 36 n=44
n! n=9 n=14 n=16

Algoritmide ajalise keerukuse juures pakub suuremat huvi just vastavate funkt-
sioonide kaitumine algandmete mahu piiramatul kasvamisel, s.t. argumendi n kiillalt
suurte vaartuste korral - nn. astimptootiline hinnang. Nagu ka tabelist 1 niha,
funktsioonid kujul ¢nlogmn, mis erinevad ainult kordaja ¢ poolest, kasvavad suhtelises
mottes koik ihtemoodi (seejuures sdltumata kordajast ¢). Analoogiliselt, koik funkt-
sioonid kujul ¢2" kasvavad omakorda uhetaoliselt, kuid oluliselt kiiremini kui eespool-
nimetatud. Seega funktsioonid kujul ¢nlogn on asuimptootiliselt tihe ja sama hinnan-
guga, 6eldakse, et nad on O(nlogn); teise nimetatud klassi kuuluvad aga funktsioonid
kujul ¢2”, nende kohta 6eldakse, et nad on O(2"). Uldiselt on (positiivne) funktsioon
f(n) astimptootilise hinnanguga O(g(n)), kui kiilalt suurte argumendi vaartuste korral
f(n) < ¢cg(n), kus ¢ > 0 on konstant. Naiteks mitte ainult 126nlogn on O(nlogn),
vaid ka 5nlogn + 100logn on O(nlogn). Téepoolest, leidub konstant ¢, nii et teatud
vaartusest n = N alates bnlogn + 100logn < enlogn:

(5n + 100) logn < cnlogn,

on + 100 < ¢n,
100 < n(c —5).

Seega voib votta ¢ = 6 ja N = 100. Jargnevas esitatakse O-moiste rangem maaratlus.
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Definitsioon 73. Olgu f ja g naturaalarvuliste argumentidega funktsioonid. Siis f on
O(yg) parajasti siis, kui leiduvad ¢ > 0 ja N > 0 nii, et |f(n)|] < ¢|g(n)| iga n > N
korral.

Teoreem 35. Olgu f ja g naturaalarvuliste argumentidega ja posititvsete vaartustega
funktsioonid. Siis f on O(g) parajasti siis, kui leidub ¢ > 0 nii, et f(n) | < cg(n) iga
naturaalarvy n korral.

Toestus. Piisavus on ilmne.
Tarvilikkus. Kui f on O(g), siis leiduvad ¢ ja N vastava definitsiooni kohaselt, s.t.

f(n) <eg(n) Vn,n>N.

Olgu
d= max {f(n)/g(n)},
siis
f(n) <dg(n) Vn,0<n<N.
Kokkuvottes,

f(n) < cg(n) V¥n,n>0,

kus ¢/ = maz{c, d}.

Edasises vaadeldavad algoritmide ajalised keerukused ja nende hinnangud vastavad
koik tilaltoodud teoreemi eeldustele, seega voime piirduda maéaratlusega: f on O(g)
parajasti siis, kui leidub ¢ > 0 nii, et f(n) < cg(n) iga naturaalarvu n korral.

Paneme tahele, et O-relatsioon ei tahenda mitte ihe funktsiooni vaartuste tokes-
tatust teise funktsiooni vaartustega, vaid nende funktsioonide vaartuste suhte (funkt-
sioonide suhtelise kasvu) tokestatust. Kui f on O(yg), siis jarelikult leidub ¢ > 0, nii
et f(n)/g(n) < ¢, s.t. funktsiooni f suhteline kasv funktsiooni g suhtes on tokestatud;
teiste sonadega, argumendi n piiramatul kasvamisel f(n)/g(n) ei kasva piiramatult.
Kuna on tegemist tokestatusega ”ulalt” | siis saab taolisi funktsioonide asumptootilisi
vordlemisi teha suvalise ”lilaga” . Naiteks funktsiooni 3n?+1 on nii O(n?) kui ka O(n?)
ja O(n*) ning isegi @(2"). On ju koik suhted (3n% +1)/n?, (3n? + 1)/n?, (3n% +1)/n*
ja (3n? + 1)/2" tokestatud iilalt (naiteks arvuga 5), kui n > 1.

Loomulikult pakuvad rohkem huvi véimalikult tapsed (ja samas ka véimalikult
lihtsad) hinnangud. Eriti tapselt iseloomustab mingi funktsiooni f kasvamist selline
funktsioon g, et f on O(g) ja g on O(f) (sellisel puhul Geldakse, et f on @(g)). Nimelt
osutub siis funktsiooni f suhteline kasv tokestatuks ka altpoolt: kui f on O(g), siis

fonO(g) = f/g <c,
gon O(f) = g/f <<,
kus ¢ ja ¢’ on positiivsed konstandid. Jarelikult
(1/) < flg < e

Teiste sonadega, kui f on ©(g), siis funktsiooni f kasvamine funktsiooni g suhtes
on kull piiratud, kuid samal ajal ei jaa f vaartused g vaartustest ka lopmatult palju
maha. Nii on ulal naitena vaadeldud funktsioonide suhete korral vaid esimene neist alt
tokestatud: 3 < (3n? 4+ 1)/n? < 5. Seega 3n? + 1 on O(n?), kuid 3n? + 1 ei ole O(n?).

Algoritmi ajalise keerukuse asumptootilisel hindamisel on kasulik teada O-relatsi-
ooni jargmisi omadusi.

1. Iga k > 0 korral, kf on O(f). Konstantsed kordajad ei mangi seega mingit rolli.
Erijuhtudel, f on O(f) ja k (s.t. konstantne funktsioon) on O(1);
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2. Kui f on O(g) ja h on O(yg), siis (f + k) on O(g). Erijuhul, kui f on O(g), siis
(f +9) on O(g);

3. Kui f on O(g) ja g on O(h), siis f on O(h);

4. n" on O(n®), kui 0 < r <s;

5. Kui p on d-astme poliinoom, siis p on @(n?). Naiteks 7n® + 2n? — 1 on O(n®);
6. Kui f on O(g) ja h on O(r), siis (f x h) on O(g x r);

7. nf on O(b"), kui b > 1,k > 0. Naiteks n® on O(2");

8. logyn on O(n*), kui b > 1,k > 0. Erijuhul, logn on O(n).

9. log, n on O(log, n) iga b,d > 1 korral;
10. 5" _, k" on O(n"t1).

Omadus 5 voimaldab anda lihtsaid ja tapseid hinnanguid koigile polinoomina aval-
duvatele keerukusfunktsioonidele. Algoritmi, mille ajaline keerukus on (’)(nd), kus d on
taisarv, nimetatakse poliinomiaalse keerukusega algoritmiks. Sellised algoritmid
moodustavad viga tahtsa klassi, kuna ilejddnud (nendest ajaliselt keerukamad) al-
goritmid osutuvad vihegi mahukamate algandmete puhul juba lootusetult aeglasteks.
Ulesandeid, mille jaoks ei ole teada poliinomiaalse keerukusega algoritmi, nimetataksegi
raskelt lahenduvateks iilesanneteks.

Ullataval kombel leidub hulganisti selliseid raskelt lahenduvaid tlesandeid, mille
kohta ei ole onnestunud veel toestada, et nad oleksid mittepoliinomiaalsed. Teiste
sonadega, on olemas palju tlesandeid, mille jaoks ei ole leitud polunomiaalse keeru-
kusega algoritme ega ole suudetud ka toestada, et neid el leidugi. Raskelt lahenduva
iilesande naitena voiks nimetada nn. seljakotiiilesannet: antud n eseme hulgast val-
ida valja selline esemete komplekt, mille koguhind oleks voimalikult suur, kuid mille
kogukaal ei tiletaks etteantud konstanti (seljakoti lubatud kaalu). Seljakotiiilesande
naol on tegemist usnagi tuupilise raskelt lahenduva tilesandega, kus lahenduse saab
leida algandmete hulga koigi alamhulkade labivaatamise teel.

Algoritmi keskmiseks ajaliseks keerukuseks A(n) nimetatakse operatsioonide
suurimat arvu, mida tuleb sooritada keskmiselt iihe konkreetse (andmemahuga n)
ulesande lahendamiseks.

Algoritmi ajaliseks keerukuseks halvimal juhul W(n) nimetatakse operat-
sioonide suurimat arvu, mida tuleb sooritada konkreetse (andmemahuga n) tlesande
lahendamiseks.

Naiteks sorteerimata nimistust otsimise algoritmil A(n) = n/2 ja W(n) = n. Antud
juhul nende funktsioonide asumptootilised hinnangud langevad kokku: molemad on
O(n).

Seos ”g on O(n)” tahendab iihtlasi seda, et funktsiooni f kasvamine on tokestatud
altpoolt funktsiooni g kasvuga. Sel puhul deldakse, et f on £2(g).

Kui iteratiivse algoritmi ajalise keerukuse hindamisele leitakse tsiikli(te) kordamise
kaigus sooritatavate pohioperasioonide arv, siis rekursiivse algoritmi taitmiseks kuluv
aeg avaldatakse rekurrentse vorrandina. Naiteks algoritmi puhul, kus lahtetiilesanne
(mahugan) jaotatakse kaheks alamiilesandeks (mahtudega n/2), mélemad lahendatakse
samal meetodil ja seejarel kogu iilesande lahenduse saamiseks kulub veel n sammu
(alamiilesannete lahenduste todtlemiseks), avaldub lahendusaeg T'(n) jargmise rekur-
rentse vorrandina:

T(n) =2T(|n/2]) + n (iga n > 2 korral) ja T(1) = 0.

Rekurrentsete vorrandite lahendamise erivotete korval saab paljudel juhtudel rekur-
siivse algoritmi rekurrentselt avaldatud lahendusaega hinnata jargmist pohiteoreemi
kasutades.

Teoreem 36. Olgu a > 1 ja b > 1 konstandid ja f(n) funktsioon ning olgu T(n)
mittenegatitvsete n vadartuste korral defineeritud valemiga

T(n) = aT([n/b]) + f(n).
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Siis

1. T(n) on O
. T(n) on O
3. T(n) on O

kui af(n/b

korral.

logy @) " kui f(n) on O(n'°8 2~¢) mingi positiivse konstandi ¢ korral;
o8y a1ogn ), kui f(n) on O(n'o99);

(n)), kui f(n) on £2(n'°8 **) mingi positiivse konstandi € korral ning
< cf(n) mingi konstandi ¢ > 1 ja kéigi killalt suurte n vddrtuste

n n
n n

[
TN N N

~—

(Kéaesolevas me selle teoreemi toestust el esita).

4.4.2. Ulesannete keerukuse klassid

Mingit tuupi tulesannete keerukust kirjeldab lahendamiseks vajaliku aja ja mahu ulemine
Jja alumine hinnang.

Ulemiseks hinnanguks sobib mingi tlesannet lahendava algoritmi keerukus. Alumise
hinnangu voib saada tllesande tapsema uurimise teel voi mingi tuntud keerukusega
ulesande redutseerimisega uuritavale ilesandele. Ulemise ja alumise hinnangu kokku-
langemisel saame tapse hinnangu.

Olulise klassi moodustavad tlesanded, mille keerukuse ajaline hinnang on polu-
nomiaalne: @O(n*), kus k on mingi konstant. Selliste iilesannete klassi tahistatakse P
(polynomial).

Sellised on, naiteks, andmetootlusulesanded failidega tooks.

Paljud kombinatoorsed tulesanded omavad suuremat keerukust. Vaatleme lausearvu-
tuse valemi toestuse probleemi:

teha kindlaks, kas lausearvutuse valemis esinevatele muutujatele saab selliselt omis-
tada vaartusi toene ja vaar, et valem oleks toene.

Valemi, s.t. tlesande lahteandmete keerukust voime hinnata temasse kuuluvate
muutujate arvuga n. Neile muutujaile saab omistada toevaartusi 2" erineval viisil.
Iga selline omistus, soltumatult teistest, voib valemi toeseks muuta. Seega, kui valem
ei ole toene uhegi vaartuste komplekti jaoks, tuleb labi vaadata 2 juhtu. Selle tlesande
keerukuse teadaolev hinnang ongi eksponentsiaalne: O(2").

Teisest kuljest, kui arvutamine toimub ”oraakli” abil, kes oskab ette oelda sobiva
vaartuste komplekti, siis selle kontrollimiseks, kas antud vaartuste korral valem on
toene, laheb vaja aega ainult vordeliselt valemi pikkusega, aga muutujate arvu n suhtes
- polinomiaalselt. Selle tilesande lahendamist voib ette kujutada ka kui jarkjargulist
mittedetermineeritud valiku tegemist iga muutuja vaartuse maaramiseks. Sellise ules-
ande keerukust nimetatakse mittedetermineeritult polinomiaalseks ja tahista-
takse NP (nondeterministic polynomial).

Vaadeldud ulesandega on keerukuse poolest sarnased paljud kombinatoorsed tles-
anded. Naiteks Hamiltoni tee leidmine graafil (see on tee, mis labib iga tipu tépselt
tiks kord) voi lihima tstikli leidmine, mis labiks kéik graafi tipud, nn. rdndkaupmehe
ulesanne. Ka nende puhul on voimaliku lahendi, s.t. tee sobivuse kontroll poliinomiaalse
keerukusega, kuid sellise tee koostamiseks ei ole teada plunomiaalse keerukuse al-
goritmi. Nende tulesannete omapara seisneb veel selles, et nad on tuksteisele taan-
datavad poluinomiaalse keerukusega algoritmi abil. Kullalt lihtne on leida viise, kuidas
ulesandeid graafil esitada lausearvutuse ulesannetena, kodeerides graafe ja teid ka-
hendkoodidega nii, et andmemaht kasvab ainult polinomiaalselt. Ka vastupidine ko-
deering osutub voimalikuks. Naiteks on viimatinimetatud tlesanded taandatavad ka
seljakotitilesandele ja vastupidi. Selliseid tulesandeid on leitud palju. Need moodus-
tavad nn. NP taielike tilesannete klassi, mida tahistatkse NPC (NP complete). Mingi
ihe NPC tlesande lahendamise algoritm lahendab ka koiki teisi selle klassi ulesandeid
(andmete imberkodeerimise hinnaga, mis aga on kdigest keerukusega P).

On teada NP ulesandeid, mille kohta pole aga teada, kas nad on NPC. Naiteks
ulesanne : ”Kas arv on algarv?” Samuti aga ulesanne: ”Kas arv on mittealgarv?” Vii-
mane on ilmselt NP, sest teades mingit arvust vaiksemat ja 1-st suuremat jagajat, saab
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algarvsust lihtsalt kontrollida. Tegelikult ka esimene neist on NP. Kummagi ulesande
kohta pole aga teada, kas nad on NPC.

On teada tlesandeid, mis on keerukamad kui NPC. Naiteks selline on N x N suu-
rusega laual mangitav kabemang. Graafil on selliseks tokestustilesanne. Graafi iga kaar
on varvitud uhega kolmest varvist. Osa tippe on voidutipud mangijale A voi mangijale
B. Need kaks mangijat teevad kordamooda kaike ja putavad jouda voidutippu. Kaiguks
on litkumine mooda thevarvilist teed. Selle mangu jaoks voiduka kaigu leidmine nouab
uldjuhul aega K™, kus n on graafi tippude arv. See on eksponentsiaalne alumine hin-
nang!

Esineb ka htuipereksponentsiaalse keerukusega tlesandeid. Naiteks sellised on kor-
gemat jarku loogika valemite toesuse tlesanded, mis voivad omada ajalist keerukust

, kus k on maaratud algandmetega, s.0. uuritava valemiga.

Ajalise ja mahulise keerukuse vahekord

Uldiselt on teada, et llesannete mahuline keerukus (méaluvajadus) kasvab aeglase-
malt kui ajaline keerukus. Naiteks lilesannet, mille ajaline keerukus on T'(n), saab
lahendada (Turingi masinal) malumahuga O(T'(n)/log T'(n)).

On teada ka tlesandeid, mille mahulise keerukuse alumine hinnang on eksponentsi-
aalne. Kuid juba poliinomialsete (rohkem kui lineaarsete) mahuhinnangutega tilesannete
klass, mida tahistatakse PSPACE on keerukate ulesannete klass, sest on teada, et NP C
PSPACE. Analoogiliselt NPC-le on teada ka PSPACE-taielikke tilesandeid. Ulesannete

liigitus nende keerukuse jargi on voetav kokku jargmiselt:

LOGTIME C LOGSPACE C PTIME C NPPSPACE C EXPTIME C
EXPSPACE C EXPTIME ...

Tapsema ettekujutuse annab jargmine joonis:
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Konkreetsete tilesannete ja algoritmide keerukus

Elemendi otsimine n-elemendilisest massiivist: tuleb teha valik n vdrdse
voimaluse seast, selleks on vaja log, n bitti infot. Seda saab log, n vordlustehtega. See
annab algoritmi keerukuse alumise hinnangu ja iilesande keerukuse tapse hinnangu.

Jarjestamine: jarjestada kasvavas jarjekorras n arvu. Minimaalne keerukus: n kor-
da lahendada elemendi koha leidmise tilesanne. (Viimane on sama, mis elemendi ot-
simine n elmendi seast). Seega keerukus on nlog, n.

Sona otsimine tekstist: leida, kas string « sisaldub stringis y;

1970. a. (Morris, Pratt) algoritm keerukusega O(|z|+ |y|);

Boyer, Moore’i algoritm annab keskmise arvutuskeerukuse O(|y|log, |z|/|z|), kuigi
tilemine hinnang samuti O(|z| + |y|);

1980. a. (Galil, Seiferas) algoritm, mis kasutab ainult O(log, |z|) lisamalupesa.

Maatriksite korrutamine: definitsiooni pohjal koostatud algoritmi ajaline kee-
rukus on O(n?). Teisi algoritme;

1969. a. (Strassen) O(n'°627 = O(n2:8007)
1978. a. (Pan) O(n*"%%)
1980. a. oli teada juba O(n?4%)

Alumine hinnang on O(n?), kuid tapne pole teada. Kuigi juba O(n?4°) puhul kor-

daja n%*° ees on suur, s.t. vaikeste maatriksite jaoks pole sellistel algoritmidel mdtet.

Kiviming (pebble-game): kivide nihutamine graafil teatud reeglite jargi nii, et
kaia 1abi koik tipud. S - kivikeste arv, s.o. malumaht. T - vajalik sammude arv -
ajahinnang. Sellele iilesandele taandub avaldise arvutamine, kus S on vajalik registrite
(méalupesade) arv. Sellega seotud ilesanne: antud graafi ja S jargi teha kindlaks, kas
S-st piisab G koigi tippude labimiseks. Kivimangu reeglite jargi on PSPACE-taielik
(Gilbert, 1979).

Seega on arusaadav, miks kiiret ja optimaalset malujaotusalgoritmi pole onnestunud
leida.

On teada aja ja malumahu seoseid.

1975. a. (Hopcroft) n tipuga graafi labimiseks piisab O(n/ log, n) malupesa.

1978. a. (Van Leeuwen jt.) graaf, millel malumahu S vihendamine iihe pesa vérra
suurendab aega T = O(n)-1t T = O(exp(n'/*log, n))-le.

1979. a. (Lenhauer, Tarjan) mistahes n-tipulist graafi saab labida maluga

n/log,n<S<n

ja ajaga

T =S exp expO(n/S).

On teada graafe, kus see hinnang on tapne.
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