AlY3310Diskreetne matemaatika

L dhikonspekt

Kaesolev lUhikonspekt katab suure osa anes AlY3310 (endise koodga
LIY3310 loetavast. Samal gjal e saaseda materjali vaadelda kui antud aine
taiskonspekti, mill e [8bitddtamine garanteaiks hea é&samiresultaadi.

Loengues ja harjutustunddes kasitletakse mitmeid probleeme tundunalt
pohali kumalt.

Sellest hodimata usun, et antud kirjutisest on paljudele tudengitest lugejatele
kasu valmistumisel kontrollt 66ks ja eksamiks.

Margus Kruus

HUL GATEOQOORIA POHIMOISTEID

HULK - algmaiste, intuitii vse definitsioon jargi objektide kogum.
George Cantor (18451918 - saksa matemadik, hugateooriargga.

Hulgad jaotuvad |6pmatuteks ja |l dpli keks. Meie kursuses kasitl etakse |6pli kke hulki,
monikord kaldpmatuid loenduvaid huki.

Hulgateoreetili sed operatsioonid

* Hulkade Gihend

AOB={x [(xOA)V (xOB)}

» Hulkade tihisosa (16ige)

AnB={x |[(xOA)& (xOB)

e Hulgatdiend

A={x [(xO1)& (xOA)}, kusl on nn. utiversadhulk.

* Hulkade vahe

A\B={x |(xOA)& (xOB)}

* Hulkade simmedrili ne vahe

AAB={x |(xOA)& (xOB))V(xOA)& (xOB))}

Hulga A astmehulgaks 2* nimetatakse hulga A kdigi damhulkade hulka.

Hulgateoreetili ste operatsioonide omadused

o  Kommutatii vsusseadused
AOB=BOA
AnB=BnA

* Astsiatiivsusseadused



AO(BOC)=(ADOB)OC
An(BnC)=(AnB)nC

e Distributiivsusseadused
AO(BnC)=(AOB)n(AOC)
An(BOC)=(AnB)O(ANC)

* DeMorgani seadus ®alused

AOB=AnB

An B=AOB

* |dempotentsussealus

AnA=AOA=A

+ Vaélistatud kdmanda sealused

A A= |

An A=0

» Topdttéaiend seadus

A=A

« AnDO=0 Anl=A AODO=A AOI=|
* Neddumissadused

AO(AnB)=A ADO(ANnB)=AOB
An(AOB)=A An(AOB)=ANnB
* Klegimisseadused

(AnB)O(ANB) =A
(AOB)n(AOB) =A

« A\B=An B

« AAB=(A\B)O(B\A)=(AOB)\ (AnB)

Hulkade voimsusja Grassnani valemid

Lopliku hdga A vBimsuseks nimetame sell e hulga dementide avu (tdhistame | A |).
Grassmani valemid viimaldavad arvutada hulkade thend véimsust:
|[AOB|=|A|+|B|-|AnB]
|ADBOC|=|A|+|B|+|C|-|AnB|-]AnC|-|BnC|+ |AnBnC|

Ulesandeid

» Kaskehtivad jargmised hugateoredili sed vardused:
= (AOB)n (A\B)
(AOB)n A= A\((A\B) n (AO B))
ADO(B\C)=(AOB)\(An C)

A\(An B)=B\A

» Leidahulk X, misrahuldab jargmisi tingimusi:
OA\ X =B

E%Dx:c

HBOAOC

e Toestada, et jargmised vordused kehtivad:

w




AA(AN B) = A\B
(A\B) n (C\D) =(An C)\(BO D)

Lihtsustada hulgateoredili sed avaldised, esitada Cantori normadkujul:

((A\B) O (AAB)O (A\C))n A=?
AO(C\AO(ANBnC)=?
(AnC)O(BNC)O(AnC)O(AnBNC)=?
((A\B)n (B\C)O(C\A) =7

Milli stel li satingimustel kehtivad jargmised vardused?

A\B=B\A
AAB=B\A

Viidi 18bi kusitlus 100 tudengi hulgas (huvialade jaotus). Vastuste anallils néitas. 28
tudengit pidasid oma huvialaks kunsti, 30 tudengit - muusikat ja 42 tudengit - sporti. 10
tudengit tunds huvi nii kunsti kui spordi, 5 tudengit - kunsti ja muusika ning 8 tudengit
spordi ja muusika vastu. Nende hulgast 3 tudengit Gtles ennast huvi tundvat kdigi kolme
alavastu. Kui palju tudengeid tunreb huv ainult spordi vastu? ainult muusika vastu? mitte
Uhegi vastu nimetatud kdmest alast.

Tudengirihmas on 25 inimest. Eksamiedduseks on saada kahe kontrollt66 arvestused.
Esimesdl kontrollt6dl sai arvestuse 20 tudengit, teisel 21 tudengit. Kui palju tudengeid
(minimadselt ja maksimadselt) paéseb eksamile?

Vana ga toimunud lahingus sai palju sddalas kannatada. 70% lahingust osavotjatest
kaotas lahingus sSima, 75% - kbrva, 8% - kée ja 85% - jaa. Kui palju sddalastest
(minimadselt jamaksimadselt) jai ilmanii silmast, krvast, kaest kui kajalast?
Flaisika-matemadika teaduskonma iga tudeng tunneb huv kas fllsika voi matemadika
vastu. Kui paju tudengitest tunreb huvd mdlema da vastu, ku on teala, et
matemaaikahuwilisi on 84 jaflusikahuvili si - 64%?

Hulk A koosneb naturadarvudest 1 kuni 1000.Leida, mitu huga A elementi e jagu ei
kolmega ega vii ega.

VASTAVUSED

Antud 2 huka A jaB ning reegel, kuidas hulga A elemendid on \estavuses ¢ hugaB
elementidega.

¢0AXB ¢:A-B

Vastavuse ma&amispiirkond (domain):

D(¢)={ a] Ob(<ab>0¢)}

V astavuse muutumispiirkond (range):

R(¢)={b|Da(<ab> 0¢)}

Vastavuse téiend:

¢ ={<ab>|<ab>0v} [§|=|AxB|- 0|

POordvastavus:

¢ ={<ba>|<ab>0¢ } OBXA ¢ |=[0|
Vastavuste Gihend ja Uihisosa:

P1n p2={ <ab>|<ab>0¢; & <ab>0¢,}

b1 0¢2={<ab>|<ab>0¢; V <ab>06¢>}
Vastavuste kompositsiooritehe:

p10¢,={<ac>| Ob(<ab>0¢1 & <b,c> O¢,)} kus
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¢1 OAxBja¢, O BxC.
Kompositsioontehe on assotsiatii vse isel oomuga

Vastavuste klasdfikatsioon
Vastavus ¢ [J AxB on kdkjal ma&atud, ku D(¢) = A.
Vastavus ¢ [J AxB on kdkjale ma&atud, ku R(¢)=B.
Vastavus ¢ 0] AxB on iitene, kui ¢ o¢ O {<b,b>| bOB}.
Vastavus ¢ O AxB on lils-iihene, kui ¢ o ¢ O { <b,b>| bOB} ja
bo ¢'0 {<aa>| alA}
Uhene vastavus, mis pade kdikjal magatud - osali selt ma&atud funktsioon.
Uhene vastavus, mis on kdkjal maaatud, kud pde kdikjale magatud - téieli kult magatud
funktsioon.
Uhene kdikjal jakdikjale magatud vastavus - siirjektsioon.
Uks-tUihene kdikjal ma&atud vastavus - injektsioon.
Uks-tihene kdikjal ja koikjale magatud vestavus - bijektsioon.

Naide: Hulk A - Opperihma tudengite hulk. Hulk B - hinnete huk (B={0,1,2,3,4,5).
Vastavus ¢ - eksamil tudengi podt saadud hnne. Milli stel tingimustel on ¢ osali selt ma&gatud
funktsioon taielikult ma&atud funktsioorny strjektsioor injektsioort bijektsioon?

BINAARSUHTED

Meie podt vaadeldavad binaasuhteid vab kasitleda kui vastavuse ¢ erijuhtu, kus léhte- ja
sihthulk langavad kokku (D(¢)=R($)=A). Tahistame jargnevas binaasuhet téhega R 1 AXA.
Binaasuhet on mugav interpreteaida suhte gradiga - s.0. aienteaitud grad, kus hulga A
elemendid vastavad tippudtle ja seosed elementide vahel - kaatele. Suhte viime esitada
binaamaadriksina (nagbrusmadriksing).

Naide.

Hulga A={ab,,de} elementideks on arvutikomporendid: asisendseade, b- aritmedika-
loogikaseale, c-juhtseade, dmdu, e-vdljundseale. Binaasuhe R seob kahte dementi, kui
esimene seade anab teiseleinfot arvuti t66 kéigus.

Py

I
® QOO0 TwW
o|o|lr|or|
o|lR|kR |k |r|oc
PRk kR|o
o|lR|kR|k|rkla
N =1

Binaar suhete R omadused

» Refleksiivsus (a1 ) - (HalA [<aa>R]).
* Antirefleksiivsus (03 ) - (OalJA [<aa>R]).
Suhe, mis e téidandudeid a; egaa, , onmitterefleksiivne.



* SUmmedria(az) - (HabUA [<ab>[0R - <b,a>1R]), kusa# b.

* Antisimmedria(a,) - (OablA [<ab>[R - <b,a>R]), kusa# b.

Suhe, mis e téidandudeid as egaa, , onmittesimmedrili ne.

e Transitiivsus (as ) - (Ha,b,cOA [(<ab>0R & <b,c>[R) - <ac>LR]), kus azb, b#c, a£c.

» Antitransitii vsus (0 ) - (Da,b,cUA [(<ab>0R & <b,c>0R) - <ac>0R]), kus
a#b,bzc,a%cC.

Suhe, mis e téidandudkid as egaag , onmittetransitii vne.

* d(R,a; ) - suhte R kaugus omaduseni q; , S.0. seoste av, mis tuleb minimadselt lisada
suhtese R (vOi eemaldada suhtest R), et saavatada omadust a;.

« Suhtetsiend- R=(AxA)\R
» Poordsuhe - R‘1:{<a1.,aj >|< a;,a >DR}

O
+ SuhteR transitiivseks suilundks nimetatakse minimadset transitii vset suhet R, mis
sisaldab suhet R.

» Osaline mitterange jarjestusauhe ( <) onrefleksiivne, antisimmedrili ne ja transitii vne.
» Osdinerangejarjestusauhe ( <) on antirefleksiivne, antisimmedrili ne ja transitii vne.
* Lineaanejarjestusauhe- ([0 a,blJA) [ (a<b) V (b<a) ]

O
Jarjestusauhte transitii vne sulund R = R (kuna R on algselt transitii vne).

» Ekvaentsisuhe R onrefleksiivne, simmedrili ne ja transitii vne.
* Elemend alJA ekvivalentsiklassekvivalentsisuhtesR - K(a) ={b |<ab>0R}
Ekvivalentsisuhe genereeib tikelduse P hulgal A.
Tukeldus P koosneb ekvivalentsiklasgdest K , i=1,...,n.
P={ Ki, Ko, . Ky }, kus K, #0, i=1,...,ﬂ
Kin KJ’ =0, i,j=1,...,n,i ¢j;
OKi =A.
O-tukeldus (nulltiikeldus) koosneb 1-elemendilistest ekvivalentsi klassdest, 1-tiikelduses
(Ghiktikelduses) on ainult tks ekvivaentsiklass

Operatsioond tukel dustega:

PrePl (=@ (Pie P2)) = (=& (P)& a=a (P2))
P+P: (alzaQ(P1+P2)) = (alzaQ(Pl)V alfag(Pz))

PP, « PieP,=P; = [DK|DP1(DKJDP2[K|DKJ])]

Ulesandeid vastavuste ja suhete temaatikal

« A={abcde} B={xyzw} C={1,234}
¢ O0AXB ¢1={ <ay><b,z><cz><dw><dy>}
¢.0BxC ¢ ={ <x,1>,<x,2>,<x,4><y,3> <y,4> <w,3> }

LeidaD( ¢1), R(1), ¢, 4:%,¢:" op, . Esitada b, gradili seit.
Leida ¢, 0g,,(9, 09,).¢," 0d,".



Klasdfitseaida saadud \estavused.

« A={1,2,3,4,5} Koostadasuhe R, mis ssaldab mitte véhem kui 10 seost jamis on:
1) refleksiivne, simmedrili ne ja mittetransitii vne;
2) mitterefleksiivne, antisimmedrili ne ja transitii vne.

e« A={1,2345} ROAXA

Po)

I
g wN R
o|lr|o|kr|k|k
o|lr|o|ofr|Nn
o|o|o|o|lo|w
Rlo|o|k|k |
o|r|o|o|lo|u

Leida suhte R, tema téiend ja p6d&rdsuhte omadused (refleksiivsus, simmedria, transitii vsus,
antirefleksiivsus, antisimmesdria, antitransitiivsus). Juhud kui monel suhtel teadav omadus
puudubeida kaugus =il e omaduseni.

e« A={12345} B={2,46,8}
¢LAXB p={<ab>|a=b}
Leidajaklassfitseaidavastavus ¢. Leida ¢ ™ o¢ .

« RONXN R ={ <ab>|ajagub b-ga( almod bh=0)}
Naidata, kas R on csdli se jarjestuse suhe.

« A={12345} ROAXA
R={<1,2><1,3><1,4><2,2><3,5,<4,3>,<4,4,<5,3> }
Leidasuhte R transitii vne sulund.

e Antudsuhte R 0 A x A nadrusmaariks. A={1,2,3,4,5,6,7,8}

O~NO O WNPE

O|I0|O|0|O(FR |0k |-
R [(OO|FR|O|O|IFR|[ON
O|O0O|0|0|0O(FR|(O|Fkr|Ww
O|lRr|Fk|IO|IFr|(O|O0|O|A~
R [(OO|FR|O|O|FR|O|On
O|FR|F|O|Fr|O|O|O|O
O|lRr|FR|IO|IFkr(O|O0|O0|N
R [OO|FR|O|O|Fr|O|0

Néaidata, et suhe R on ekvivaentsisuhe. Mooduwstada vastav tiikeldus P; .
OlgutikeldusP,={{1,4,6},{3},{7},{28},{5}}
LeidaPie P, jaP; + P

e Hulga A vdimsus on n. Leida kdikvoimalike antirefleksiivsete suhete av; kdikvoimalike
simmedrili ste suhete av.



* Antud kdgi sdnade hulk S téhestikus A. SGna v on sbna w prefiks, kui eksisteaib sdna
uldS nii, et w = vu. Naidata, et suhe ,sbna v on sdnaw prefiks’ on csalise jarjestuse suhe
hulgal S.

AL GEBRAD JA ALGEBRALISED SUSTEEMID.

Algebraon sisteen A = <M,S >, kus M on algebra dushulk (objektide hulk) ja S on algebra
signatuur (operatsioonde hulk).

Néiteks < 2*, ,0,n ) onalgebra, mille dushugaks on huga A astmehulk ning signatuuriks
tuntud hdgateoredili sed tehted (t&iend, ttend ja Gihisosa).

Vastavalt tehetes osalevate operandide avule mé&atakse signatuuri titip, mis on antud réites
méa&atud vektoriga (1,2,9.

PGhimdisted

e Grupad - lihtsaim algebra <M, * >, kus* on 2kohaline operatsioon.

* Parempodne Uhikelement e: OOmCOM (me e =m).

» Vasakpodne thikelement e: [OmOM (e m=m).

+ Uhikdlemente: OmOM (me« e=es m=m).

Igas grupadis pole rohkem kui tks Ghikelement.

* Grupad onidempatentne, ku OmOM (mes m=m).

e Grupad on kanmutatiivne, kui O0m; , my O M (mpe my=my e my).

e Grupad on assotsiatiivne (nimetatakse podrihmaks), kui kehtib assotsiatii vsussealus.

e Monad on podriihm, kus on demas Uhikelement.

e RiUhmonmonad, kusiga elemendil on demas podrdelement
[OmOM Cm*OM (mem*=m*em=e)].

» Algebralise stisteani moodustab algebra koos suhete hulgaga.

Olgu antud jérjestusauhe <.

» Elementide m; jam, Ulemrgaksonelement mz, ku mp<mgjam,<ms.
e Elementide m; jam, dlamrgaksonelement my , ku mg<mgjamg<ms;.
Ulemragjaon véhim, kui taon \éiksem suvalisest teisest Ulemrajast.
Alamrgjaonsuurim, kui taon suurem suvalisest teisest alamrgjast.

» VOreks nimetatakse dgebralist slisteemi < M, <, n , 0 >, kus < on csalise jarjestuse suhe
hulgal M ning 2 suvalist elementi hulgast M omavad véhimat Ulemrga ja suurimat
aamrga

Sequures n jall on ddistatud operatsioond rgjade leildmiseks, milli ste |ahtim&testus on

tundunalt laiem kui li htsalt hulgateoredili sed operatsioond.

Naited.

1. Naturadarvude huk N; an b=min (ab); ald b=max (ab), a<b.

2.HulkN; an b-SUT; all b-VUK; a<b-bjagubaga

3. Kahendwvektorite hulk; (X1 X2 ,....Xn ) £ (Y1 Y2 seee¥n) = (X SV );
XnY - X&Y (konunkisioon) ; X OY - XVY (digunkisioon).

4. Koikvoimalike tikelduste hulk; PLn P, - Pye Py PO P, - Py +Ps;
Pi<P, - Pie Po=P; .



« Bode'i algebraks nimetatakse dgebrat, mille signatuur koosneb 2 binaasest operatsioon st
+ ja ¢ ning Uhest unaasest operatsioorist  , kusjuures + ja* on kanmutatiivsed,
astsiatiivsed, idempaotentsed ning teineteise suhtes distributiivsed ning eksisteaivad
elemendd Ojal, nietxe x=0nngx +x=1.

Naited. {2* ,n,0, } - Cantori algebra
{(0,)" &V, 1} -loogikadgebra

» Kaksalgebrat onisomorfsed (A;=<M;,S;> =A,=<M,;,S;>), kui eksisteaib
Ukstihenevastavus ¢ nii,etd: M1 0 S;) = (M2 n S,), kus
fi (Mo Mie)=mMie = O (Fi )@ (M2 ),-... (D (Mjk-1)) = (M),
my OMy,¢(my) OM, fi0S, ¢F)OS,.

Cantori algebrajaloogikadgebra onisomorfsed.
Ulesanded.
« A={0,1,...,p1}. Operatsioond: +(mod p jax(mod p (s.o. litmi ne jakorrutamine

mooduigap). Kas i st kirjeldatud algabra on rihm?

* A={1,2,3,4}. Ehitada koikvoimali ke tlikelduste vore.

MATEMAATILINE LOOGIKA

Vadleme loogikafunktsioore f(x; X2 ,..X), Kus nii argumendid ku funkisioon vaatus
kuuluvad huka{0,1}.1galoogikafunktsioon voib esitada tdevaatustabelina.

Néide H&adetuseale. Komigon, mis koosneb 3 inimesest, hddetab tedava otsuse
vastuvdtmise klisimuses. Otsus vOetakse vastu li hthadteenamusega.

Xt | X | X3 | f(xa % %)
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1

f(Xa , X2, X3 )= X, XoXg [IX1 X, X3 [IXaXo X3 [IXqXoX3

Erinevate loogikafunktsioonide f(x; Xz ,..Xn) arv K on 27"



n=1 - K=4
n=2 - K=16

n=3 - K=256
n=4 -, K=65536
n=5 - K=4,3¢ 10°

Jargnevalt tutvume kdikvaimali ke kahe muutuja funktsioondega f(x; , X2 ).

X [ X [ fo | fo [ fo | fa | fa|fs | e | f7 | fe | fo |Fro|f1a|fio| iz Ff1a|fis
ojofofojojo|jofojojof1f{1y1j12(112{171])12
oj1210(f0j0j0O0O|2(1j1|12(0f0j0O0O|JO0O(21(1]1]12
i1/{0j0|jO0O12f1|0|JO0O|21|1|0|JO0O|21|1|]0]|0|1]1
i1/{10|j2(0f1}]0|2|0f1|0|2|0}j1|]0|2|0]1

Tabelison kirjeldatud jargnevad funktsioond:

o fp- konstant "0"

o f; - konjunktsioon,loogili ne korrutamine, "ja’-funkisioon, x;& x, ehk x ¢ Xo ehk %o
» fy-implikatsioon eitus x, — X,

o f3-argumend x; vaatus

o fs- poardimplikatsioon eitus x, — X,

o f5- argumend x, vaatus

» fg - argumentide summamooduiga 2, (X, + X )mod2ehk x L7 X,

» f; - digunkisioon,loogili ne liitmine, "voi"-funktsioon,x; [7x, ehk x + X;

« fg- Piercei nod, Piercei funkisioon,"vdi-ei"-funkisioon, x, 0x, ehk X1 [
» fg- ekvivaentsi- ehk samavaasusfunkisioon,x; < X, ehk x =X,

« fio - argumendi inversioon x,

o f1; - po&rdimplikatsioonx, — x;

« f1, - argumendi inversioon x,

o fi3 - implikatsioonx; — X

« f14 - Shefferi krii ps, Shefferi funktsioon, x,& x, ehk x, | X,

i f15 - konstant "1"

Enamkasutatavate tehete priorited (téhtsus), mis ma&ab sulgude kasutamise vgjaduse
loogikaavaldistes: ” ,& , 0, - , o

L oogka pbhiseadused

e |dempotentsussealused
X&X=X XK=X

o  Kommutatii vsusseadused

X1 & Xo = %o & X1

X1 X0 = Xo [JX

» Asgtsiatiivsusseadused
(K& X)) & X3= X1 & (X2 & X3)
(X1 Ox2) Oxs = x3 (%2 LIx3)
» Distributiivsusseadused



X1 & (X2 [JX3) = X1 & %o [IX1 & X3
X1 (X & x3)= (X1 szz&(xl [1X3)

» Topedtetuseseadus x=x
» DeMorgani seadused
X & X, = X, X,
x 0%, = X& X,
» Klegimissadused
XX UX X, = X%
(x1 sz)(xl sz) =X
* Neddumissadused

X UXX%, = X%
X & (xl sz) =X
X UX % =X UX,

X & (;1 O xz) = XX,
o Tehted korstantidega

xOx=1 X& X =0
x& 0=0 X [J0= X
X& 1=X K1=1
. Lisateisg‘ldused

X = X =% X,

X 0% =%, 0%X,

X o X = Zx_z L% %,

Naiteid (néidetes on antud algavaldis jalOppresultad parast lihtsustamist)
((x1 - x2) - (x1 sz))& X =X,

((xl o xz)& (x2 . xs)) o (x3 o xl) =%, 0%,
X X LIX, X, DZx2x3 [ xlg =X UX%,

(Z sz) - (XlX_Z - X3)=1

n : : - ,kui_ai =1
» Loogikafunktsioon konstituent: i(gl(‘ )a' , kus (>§ )aI = %,kui_ai =0

Iga loogikafunkisioon onesitatav oma konstituentide digunktsioonna. Loogikafunktsioon
esitamiseks kasutame loogikavalemeid.
» Loogikavalem on samaselt tdene, kui iga agumentide vektori (X , X2 ,...,%, ) puhu
f(X1, X2 .o, X0 )=1.
Samaselt tdene valem - tautoloogia.
* Loogikavalem on samaselt va&, kui iga agumentide vektori (xg , X2 ,...,%, ) puhd
f(X1, X2 ,..., % )=0.
» Loogikavalemidf; jaf, ssmava&sed, ku iga agumentide vektori ( X3 , X2 ,..., X, ) puhu
fa(X1 , X2 4oy Xn )= To(X0 , X2 yeeey X0 )=
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* Algtermiks nimetame agumenti x; v0i temainversioon X .

* Loogikavalemi keegukus ontemakoossisus olevate dgtermide av.

» Loogikavalemi sligavuse ma&ame jargnevalt:

1. argumendi x; stigavuson Q

2. F(fy,f2,...,fn) stgavuson k+1, ku f; , f2 ,...,f, maksimadne stigavus on k.

Ulesandeid

» Lihtsustada jargmine avaldis:

(x1 o x3) Ux & (xl - xz)((xl - x3)& (x3 Dx_z))
Leidatbevaatustabel alg- jaldppavaldise jaoks. Veenduda li htsustuse 6igsuses.
» Lihtsustada jargmised avaldised:

(e D0 0%~ x)8 %) Dxx 6%, Je .

(XlXZ X3X, XX, DZX3)(Z - X4)(X1 - X4)

o, Do 0% JEa, 0x,)

» Toestada DeMorgani seadused 3 muutujajaoks nii tGevaédtustabeliga kui ka valemili selt.

* Antud kdme muutuja nn. mazhoritaafunktsioon f (xl,xz,xs) = XX, OXX%5 OIXXs .
Toestada, et kehtivad jérgmised vordused:

f (%0 %) = %,

f(Xl,XZ,X3): f(Xl,XZ,X3)

L oogkafunktsioonide nor maakujud

Loogikafunktsioonf(x, , X2 ,...,X, ) vOib dla esitatud erinevate valemite abil .

Naiteks f (xl,xz) =x, 0%, = %X, 0x, = (xlx2 0%, X, sz)(x2 Dx_z) =S

* Loogikafunkisioon kanoornlis standardseid esitusvalemeid nimetatakse funkisioon
normadkujudeks.

» Digunktiivne normadkuju (DNK) on valem, mis koosneb elemantaakonjunktsioonde
disunkisioonist.

e Elemantaakonjunkisioon  kosneb  argumentide jalvbi nende inversioonde
konjunktsioonist.

» Konjunktiivne normadkuju (KNK) on valem, mis koosneb elemantaadisunktsioonde
konjunktsioonist.

» Elemantaadigunktsioon ko®sneb argumentide ja/vdi nende inversioonde digunktsioonst.

» lgafunkisioon onesitatav DNK ja KNK kujul, kuid mitte Giheselt.

» Taeik DNK (TDNK) onselline DNK, kusiga demantaakonjunktsioon pikkus on n(s.o.
iga dementaakonjunktsioonsisaldab funkisioon koiki argumente).
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» Taedik KNK (TKNK) onselline KNK, kusiga demantaadigunktsioon pikkuson n(s.o.
iga dementaadigunkisioonsisaldab funkisioon kdiki argumente).
» Iga funkisioonl ont&pselt tiks TDNK ja ks TKNK.

Natgd

° X1X2 D X1X2X3 = X1X2X3 D X1X2 XS D X1X2X3

Parempodne valem on funktsioon téielik DNK.

o XX UX X% = (x1 Ux, DX3)(X1 UXx, DX3)(X1 LX, Dx3)(x1 UXx, Dx3)(x1 0Xx, Dx3)
Parempodne valem on funkisioon téielik KNK.

o« (x%) ~ (% = %) =% 0% 0x,

Parempodne valem on antud funktsioon DNK, KNK, TKNK.

Loogikafunktsioon voOib esitada ka nn. numbrilises ehk kimnendesitusvormis. Sel juhu
esitatakse funkisioon Uhtede vOi nulide piirkond \estavate agumendivektorite
kimnendekvivalentide &il .

Néaiteks vaaleme funktsioon ednevast naitekomplektist:

(3%, %) = X%, Ox X% = 3 (2:35), = [1(014,6,7),
Kasutatud réitefunktsioon téevaadtustabel ontoodudjérgnevas:

Nr X1 | X X3 | f(xe %2 X%3) | ¢ (X1 X,, Xs)
0 0 0 0 0 1
1 0 0 1 0 1
2 0 1 0 1 0
3 0 1 1 1 0
4 1 0 0 0 1
5 1 0 1 1 0
6 1 1 0 0 1
7 1 1 1 0 1

* Minimadse keaukusega DNK-d (KNK-d) nimetatakse minimadseks DNK-ks (KNK-ks).
LUhenditena vastvat MDNK ja MKNK.

Ulesanne

(% (e 0x)) = ()
Leida antud loogikafunkisioori MDNK, MKNK,, TDNK, TKNK.

Minimeermine normaakujude klasss

Boadl€ei ruum {0,1}n all mdistame jargnevas kdikvdimalike kahendvektorite (X; X2 ,...%n )
hulka. Hiperkuup (n-m&dtmelist kuup) esitame kui gradi, mille iga tipp vestab Uks-Uheselt
ruumi {0,1}n Uhele vektorile ja 2 tippu on onavahel seotud, ku vastavad vektorid on
ortogonadsed (s.0. erinevad) tapselt Uhe agumendi jargi jalangevad kokku de&aéaud (n-1)-s
argumendis.

* Interval on wektorite (X1 X2 ,... %, ) huk, mis mooduwstavad teaava suurusega htiperkuul.
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e Antud funkisioon Uhtede intervall on intervall, mille koossisus olevate vektorite jaoks
f(x1 X2 ,... % )=1.

» Maksimadne uhtede intervall on Uhede intervall, mis e sisadu Uleski teises Uhtede
intervallis.

Naide

f(Xl X2 X3 )22(0,1,2,3,71

Uhtede intervalli d: {0},{1}.{2}.{3},{7},{0,1},{0,2},{1,3},{2,3},{3,7},{0,1,2,3}.
Maksimadsed uhtede intevadli d: {3,7},{0,1,2,3}.

Intervalle vime esitada baesis {0,1,-}

Néiteks: {1} — 001 — XXX,
{0,1,2,3} - 0 - X
{3,7} - -11 5 XoX3

» Konjunkisioon, misvastab thtede intervalil e nimetatakse funktsioon impli kandiks.

* Konjunkisioon, mis vastab maksimadsele tihtede intervallil e nimetatakse funktsioon
li htimpli kandiks.

« Kaigi li htimpli kantide disunkisioonesiatb funktsioon taandatud DNK.

Nait. f(Xl X2 ,X3) = 2(1,3,6,31
Lihtimplikandid: {1,3} - 0-1
(3,7} -11
6,70 11-
Taandatud DNK: x,x, 01X, XX,
» Taandatud DNK voib sisaldada lii aseid lii kmeid.
Eelmises néites esitatud funkisioori MDNK onjérgnev: x,x, 00X, .

Koik edpod esitatu vab dla interpreteaitud ndlide piirkonma ja vastavalt KNK jaoks
(maksimadne nulli de intervall, taandatud KNK jne.)

Ulesanded

* Antudfunkisioonf(xy Xz X3) = X1 [J X2 [ X3

Esitadafunktsoon TDNK, MDNK jataandatud DNK kujul.

* Vadleme summadorit, mis rediseaib liitmistehet F=A+B. A ja B kuuluvad huka
{0,1,2,3} jaon kockeitud vestavalt kahendkyule {00,01,10,11} argumentidena a; & ja
b: b, . F[{0,1,2,3,4,5,6}jaon koceeitud {000,001,010,011,100,101,11fi}nkisioondena
fy fo f3, kuguuresfi =f(a; ,a ,by by ). Esitadaf; MDNK-s; f, MKNK -s; f3 TDNK-s.

L oogkafunktsioonide minimeermine Karnaugh’ kaardiga
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Antud teemat on eestikedses versioons pohalikult kasitl etud A.Ariste , Loogikal Ulit uste
koostamise metoodkas* (TPI, 1978. Sed6ttu pirdunsiin vaid mdingate ndidetaga.

o Taidikult ma&atud loogikafunktsioond.

1. Kahe muutujaloogikafunktsioond.

Naide 1 f(x; %2 )=2(0,1,3;

X, 0 1

- [
1 0 w

f(Xe X2 )= X — %, = X X,

Naide?2 f(x, % )=2(1,2,31

|G

f(Xl X2 )= X1 DXz

2.Kolme muutujaloogikafunktsioond

Néide 3
f(x1 X2 X3)=2(1,3,6,%:1

XoX3
XN o0 a0

OxX, - minimadne DNK

f(X1 X2 Xa)= XX,
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0 % X9)= (% O%)(x 0%,) - minimadne KNK

Mérkus: Karnough’ kaadil on punkiiriga ndidatud lii asetel e li htimpli kantidel e vastavad
kontuurid.

Néide 4
f(X1 X2 X3)=2(1,4,5,6,T1

\;fff? 00 01 10
0 (:/ﬂ—;;>ff 1\ <o |

1 1 1
o \_ /

) g

v

f(x1 X2 Xa)= X, [0X,X; - minimadne DNK
0 % X9)= (% 0% )(x O%) - minimadne KNK

3. Neljamuutujaloogikafunktsioond

Néide5
f(x1 X2 X3, X4 )=2(0,1,6,8,9,12,114

X3X4

X1Xo
00 (:;/’7 “\ITS /;;;Zii;::_~\ﬁ§>\\
o | (o 7§ f\
w | [N/ / \ ./

N—

T

f(X1 Xo X3, Xa)= X2 X, X, XsX, 0%,X,X, - minimadne DNK
0 %o Xa Xa)= (%, 0%, )(% O0%;)(% 0% O%) - minimadne KNK

o

(=)

¢ Osdliselt magatud loogikafunktsioond

Néide 6
f(x1 X2 X3)=2(0,2,71(1,3,9-

XoX3
\\\\\ 00 01 11 10
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o < | - | - | >

1 0 - 1 0

f(x, X0 X3)= X 0%, - avaldison ihlasi nii minimadne DNK kui kaminimadne KNK.

Néide 7
f(x1 X2 X3, X4 )=2(2,3,5,6,7,11,1R(0,10,19.

o [N D/t | N\

01 / 0 (‘ 1 1

11 0 ? 1 ﬁ>
o N/l oY Nt

N— 44— ~——

f(X1 Xo X3, Xa)= X, X %,X, - minimadne DNK
f(X1 X2 Xa, X4)= (Z O xS)(x2 0 X3)(X3 0 x4) - minimadne KNK

» Viie muutujaloogikafunktsioond.

Néide 8
f(xe Xo Xa, Xa, Xo)=2(2,3,5,5,7,11,15,16,17,18,19,21,22,23,26,27,34310,1.

X4Xs
XoXa 00 01 11 10
00 - 0 1 1
01 0 1 1 1
11 0 0 1 -
10 0 0 1 -
x=0
X4Xs
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XoX3 00 01 11 10

00 1 1 1 1

01 0 1 1 1

11 0 0 1 1

10 0 0 1 1
X=1

f(X1 Xo X3, X4 X5)= X, XX, % X, X2 X, - minimadne DNK
00 X0 Xa, Xa, %)= (% 0%, )% %, O%)(%, D%, 0x,) - minimadne KNK

Ulesanded

* Ruumi temperatuuri reguleaivad 2 kondtsioneeai F1 ja F2. Neid juhitakse 3 kahendanduri
X1, X2 jaX3 abil. Kui temperatuur on alla 18 kraadi, on X1=X2=X3=0 ja kondtsionee&id
vdja lllitatud (F1=F2=0). Kui temperatuur on 18ja 21 kraadi vahel, sis X1=1 ning
X2=X3=0. Sis< lulitatakse kondtsionea F1 (F1=1, F2=0). Kui temperatuur on 21ja 24
kraadi vahel, siis X1=X2=1 ja X3=0. Siss lUlitatakse vbimsam kondtsionee F2 (F1=0,
F2=1). Temperatuuril Ule 24 kaadi (X1=X2=X3=1) Illlitatakse sise mdlemad
kondtsioneeid (F1=F2=1). Avadada osaliselt ma&atud funktsioond F1 ja F2 sOltuvalt
anduritest X1, X2 jaX3.

e Antud reljamuutujaloogikafunktsioor
f(X1 X2 X3, Xa)= X, X, Xg LI X, XX, TIX X, X, CIXoX, OIX X3 X,
Leida Karnaugh' kaadigaMDNK jaMKNK.

Kortrollvastus: f(x; X2 Xa, Xa)= X X; [ XX,

e Antud reljamuutujaloogikafunktsioor

f(x1 X2 Xs, Xa)= %qxj Dx_3‘ %, Dg)axix_z 0x,)

Leida Karnaugh' kaadigaMDNK jaMKNK.

Kontrollvastus: f(X; X X3, Xa)= X%, 0%, %, XX, 1% X2 X,

* Nelja muutuja funkisioon F(X; X2 X3, X4) on esitatud korjunktsioonina kahest
funktsioonst:

Fxa X2 Xa, Xa)= fa(Xe X2 Xa, Xa)& F2(X1 X2 X3, Xa)
F(Xe X2 Xa, Xa)= X1 XX, XXX, X%, X,

fi(Xe Xo X3, Xa)= %X, XX, O,

Leida minimadse DNK-gafy(x1 X2 X3, Xa).

* NeljamuutujafunktsioonF(X; X2 X3, X4) onesitatud dgunktsioonna kahest funktsioonst:
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Fx X2 X3, Xa)= fa(Xa X2 Xa, Xa) Ifa(Xa Xz Xa, Xa)
F(X1 X2 X3, Xa)= %X, O XX, %X,

fi(xe X2 X, Xa)= XaXgX, X X5 X, XX, X,
Leidaminimadse DNK-ga fa(X1 X2 X3, Xa).

« Antud reljamuutujafunkisioon F(xy Xz Xa, Xa)= X1 XX, XXX, X%, X, . Leida
funktsioon F(X1 ,X2 X3, X4) inversioon minimadne DNK.

* Minimeeidajargnevad funktsioond Karnowgh' kaadiga. LeidaMDNK jaMKNK.

f(x1 X2 X3, X4 )=11(1,4,5,9,11,12,13,153,14.

f(x1 X2 ,Xs, Xa, X5)=2(0,2,6,7,8,10,24,36(3,14,16,18,2p
CL Kui _ X, X, + XX, =4
H0,vastasel_juhul

Viimases Ulesandes tuleb argumendipaai x;x; vaadelda kui tavalisi kahekohalisi kahendarve
ning +-operatsioon kui aritmedili st liitmi st.

f(X1 X2 X3, Xa ) =

L oogkafunktsioonide minimeerimine McCluskey' medodil

Karnaugh' kaat voimaldab effektiivselt minimeeaida funkisioore, mille muutujate av on

suhteliselt vaike. Samuti on kaat edkdige visuadne minimeegimisvahend ning kasutatav

medod ontilikas agoritmiseaimiseks (seega mittesobiv masinredi satsioornks). McCluskey

minimeaimismedod on sistemadiline ja kergesti viidav algoritmilisele kujule. Samuti

puuduad pirangud funkisioon muutujate avule (readsed pirangud tekkivad soltuvalt

arvuti véimsusest).

» McCluskey medod komneb kahest pohetapist:

1. Loogikafunktsioon  kdigi lihtimplikantide leidmine, kasutades distemadili selt
klegpimisseadusi;

2. Lihtimplikantide hulga minimeeaimine (kattell esanne).

Kaks enamlevinud \arianti antud medodist erinevad agandmete esituselt. Need on
niinimetatud intervallmedod, mille puhd implikantide kirjeldamiseks  kasutatakse
intervallesitust janumbriline medod, mis on aienteaitud funkisioon kiimnendesitusele.

* Intervallmedod

Kuna McCluskey medod pdéhneb klegimisseause kbikvoimalikele rakendustele antud
funkisioon Uhtede piirkonnes, on dstarbekas esmalt sektsioneaida kogu funkisioon Uhtede
piirkond \estavate kahendvektorite nn. indeksite jargi. Sellega minimeeitakse |abivii davate
vordluste avu. Bodei vektori indeks on Uttede av selles vektoris. IImselt on anavahel
kleebitavad vaid need kahendwvektorid, mille indeksid erinevad tépselt Uihe vorra (sequures
langevad (n-1) argumend va&tused kokku ja Uhe agumend vaatus on Weebitavates
vektorites erinev).

Pérast indeksite ma&amist toimub Keegmissealuse dusel intervali de tabelite koostamine
(vt. néide). EsSimese dapi 10puks saadakse kbigi antud funktsioon li htimpli kantide loetelu.
Teise dapi kdigus sda loetelu minimeaitakse st. valitakse minimadne damhulk
li htimpli kantidest, mis voimaldavad katta antud funktsioon Uhtede piirkonra (s.o. taugline
kattelllesanne).
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Néide

f(x1 X2 X3, X¢) = 2(0,1,2,5,6,7,8,9,10,24

» l.etapp - lihtimplikantide hulgaleidmine

Indeks |Intervall [Marge |Indeks |[Intervall [Mérge |Indeks |[Intervall |Mérge
0 0000 X 0-1 000 X 0-1-1-2 -00- A4
1 0001 X 00-0 X -0-0 A5
0010 X -000 X 1-2-2-3 --10 A6
1000 X 1-2 0-01 Al
2 0101 X -001 X
0110 X 0-10 X
1001 X -010 X
1010 X 100 X
3 0111 X 100 X
1110 X 2-3 01-1 A2
011 A3
-110 X
1-10 X
Tabelite kolmandas veaus olev mérge x néitab, et antud interval on csalenud

klegoimisprotsesss ja kuulub jarelikult mbne suurema intervalli

puudumine néitab, et intervall on lihtimplikandiks (tahistused A1 kun A6).

o 2.etapp - lihtimplikantide hulga minimee&imine

koossisu. Marke x

Impl.

0

1

2

5

6

14

Al

X

X

A2

X

A3

A4

A5

A6

[]

Lahendis osalevad
Lihtimplikandid A4 ja A6 oniga juhu vaalikud, kura nad vimadavad ainsatena katta
vektoreid 9 ja 14 (tabelis ). Implikantide A4 ja A6 lUlitamine lahendisse katab Uhlas ka
vektorid 0,1,8(A4) ja 2,6,10 (A6). Seega ja&vad katmata vektorid 5 ja 7, mis omakorda
kadakse implikandiga A2.

f(xe Xo X3, Xa ) = A6 OA4 OA2 = Xo X, OX, X, XX, X,

¢  Numbrili ne meeod
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Implikantide kujutamine kolmendintervallide kujul voib dla kallalt tdlikas, kui funkisioon
argumentide av on kdlalt suur. Pikkade intervalli dega suureneb vigade téendosus (seda kil
késits lahendamisel). Medod 2. etapil tekitab probleeme kattetabeli té&itmine, kus
paratamatult |8heme intervallidelt tagasi kiimnendesitusele. McCluskey numbriline meeod
sdilitab andmete esituse kimnendkyul praktiliset kuni  lahend vl akirjutamiseni.
Klegoimisseauste rakendus numbrili sel kujul nduab tedavaid lisareggleid, mida jérgnevas
kirjeldatame. KUmnendnumbri indekss mdiste on endiset seotud numbrile vastava
kahendvektori Uhtede avuga. Numbrid on anavahel kleebitavad, ku:

1. numbrite vahe on vérdne 2¢ , kusk=0,1,2..;

2. suurema numbriga seostub suurem indeks.

Igal klegpimisal fikseaitakse numbrite vahe, mis hilissmas on vgaik klegimisel
vdjaangeva agumend ma&amiseks. Vahede fikseaimiseks on vgja dates lihtimplikantide
leidmise eapi teisest tabelist lisaveagu ,vahe®

Kasutades uuesti sama néidet, leiame li htimpli kantide hulga numbrili sel medodiga.

» l.etapp - lihtimplikantide hulgaleidmine

Ind. [Nr. [Méarge [Ind. [Nr.-d |[Vahe [Mérge [Ind.  [Nr.d |Vahe |Mérge
0 0 x |01 01 1 X |01-1-2 0-1-89 1,8 A4
1 1 X 02 2 X 02810 28 A5
2 X 08 8 X | 1223 261014 48 A6

8 X 1-2 15 4 Al

2 5 X 1-9 8 X

6 X 2-6 4 X

9 X 2-10 8 X

10 X 8-9 1 X

3 7 X 810 2 X

14 X 23 57 2 A2

67 1 A3

6-14 8 X

1014 4 X

Leitud lihtimplikantide hulga minimegimine toimub tgpselt samuti, kui intervallmeedod
puhd. Lahendise satuvad lihtimplikandid A2, A4 ja A6. Méargime, et siiani oleme kogu info
esitanud eranditult kimnendkyul. Minimadse DNK vdjakirjutamisel voib  léhtuda
jargnevas tabeli s kirjeldatud mottekaigust.

Lihtimplikant | Vahed Xy | Xo | Xg | X4 | Konjunktsioon
A2 2 0 1 - 1 ZX2X4
A4 1,8 = 0 0| - X2 X3
A6 4,8 - - 11]0 X, X4

f(Xe Xo X3, Xa ) = A4 A6 OA2 = Xo X, 0%, X, XX, X,
Kommentaaid:
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Muutujate kadud (antud juhu 8-4-2-1) ja vahede vaatused magavad korjunktsioondes
mitteosalevad argumendid. Naéiteks vahedest 1,8 (implikant A4) tulenevalt e osde
nimetatud korjunkisioons argumendid X; ja Xy .

Ulgjaaud argumentide margid tulenevad suvalisest implikand  kirjeldusse kuuluva
kimnendnumbri kahendkoodst (s.0. vestavast kahendwvektorist). Naiteks implikandi A4

koosseisus olevate kdigi numbrite 0,1,8ja 9 kahendkooddes on X, = 0 ja X3 = 0. Seaga
konjunktsiooriks tuleb X;Xs .

Edasises kirjelduses pdhineme McCluskey numbrili sele medodile. McCluskey meedodigaon
voimalik analoogili selt tuletada ka minimadne KNK, samuti minimeaima osali selt ma&atud
loogikafunktsioone. Peaume jargnevalt nendel probleemidel.

Minimadse KNK tuletamine

Toome véja olulisemad erinevused vareldes DNK tuletamisega (orientatsioon jargnevas
tehtud numbrili sele medodil e).

1.
2.

Lahtume loogikafunktsioon nulli de pii rkonrest.

Kogu lahendusprotsess on analoogiline eépod kirjeldatuga kuni funktsioon
vdlj akirjutamiseni (leitakse maksimadsed nulide intervalid (etapp 1) ja minimeaitakse
nende hulk (kadakse kbik nulide piirkonma punkid minimadse avu intervallidega - s.o.
lahendatakse kattelilesanne (etapp 2).

lga lahendise lulitatav maksimadne nullide interval vastab minimadse KNK
elementaadisunkisioonl e, seega agumentide mérgid tuleb vélj akirjutamisel inverteaida.

Naide

f(X1 X2 X3, X4 ) = 11(2,5,6,7,10,11,1%

1.etapp - lihtimpli kantide hulga leildmine

Ind. | Nr. | Mérge | Ind. [Nr-d|Vvahe| Méarge| Ind. | Nr-d | Vahe | Marge
1 2 X 1-2 26 4 X 1-2-2-3 2-6-10-14 4,8 A4
2 5 X 2-10 8 X

6 X 2-3 57 8 Al
10 X 6-7 4 A2
3 7 X 6-14 8 X
11 X 1011 4 A3
14 X 1014 8 X

2 etapp - li htimpli kantide hulga minimeaimine

Impl. 2 5 6 7 10 11 14
Al O X
A2 X X
A3 X O
A4 O X X O
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Kohustuslikud intervallid Al(vektor 5), A3 (vektor 11) ja A4 (vektorid 2ja 14) katavad kogu
nullide piirkonre.  Elementaakonjunkisioonde leidmine toimub analoogiliselt edpod
toodwa

Lihtimpli kant Vahed X1 Xo | X3 | Xa Digunktsioon
Al 2 0 1 - 1 (X1 0%, D>_(4)
A3 1 L]0 [ 1] -] (wOxOx)
A4 4,8 - - 11|10 (;(3 DX4)

f(X1 X2 X3, Xg) = (x1 00X, D>_<4) (>_<1 0x, D;(3) (>_<3 Dx4)

» Osdlisdt ma&atud funktsioonde minimeaimine (DNK néite baasil).

Erinevused varreldes ednevaga:

1. Esimesel tapil Uhendatakse funkisioon Uhtede ja madamatuspiirkonrad eesmérgiga
kasutada ma&amatuspii rkonda impli kantide laiendamiseks. Seguures lihtimpli kandid, mis
on mooduwstatud ainult madamatuspiirkonra baasil mérgistatakse ealdi (jargnevas néites
tarniga*) eristamaks neid Ugaanutest ja véaltimaks nende sattumist I6pdahendisse.

2. Teisel etapil on vga katta vaid Uhede piirkonma punkid. Katmiseks kasutatakse
li htimpli kante, mis kasvdi osali selt katavad Uhtede piirkonda.

Néide
Antud csali selt ma&atud funktsioon
f(xe X2 X3, X4 ) =2(0,2,4,8,10,1% (5,13,15.

o l.etapp - lihtimplikantide hulgaleidmine

Ind. [Nr. [Mé&rge [Ind. |Nr-d |Vahe |[Mé&rge |Ind. INr.-d |Vahe |[Mérge
0 0 X 0-1 0-2 2 X 0-1-1-2 0-2-8-10 2,8 Al
1 2 X 0-4 4 X 0-4-8-12 4,8 A2
4 X 0-8 8 X 1-2-2-3 4-5-12-13 1,8 A3

8 X 1-2 2-10 8 X

2 5* X 4-5 1 X

10 X 4-12 8 X

12 X 8-10 2 X

3 13 X 8-12 4 X

4 15* X 2-3 5-13* 8 X

12-13 1 X

3-4 1315* 2 #

Teise tabeli vimane intevall (mérgistatud # e moodusta funktsioon li htimplikanti, kura on
mooduwstatud magamatuspiirkonna avel. Segga leidsime kolm lihtimplikanti, milli ste dusel
moodustatakse minimadne DNK.
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« 2.etapp

Impl. 0 2 4 8 10 12
Al X O X a
A2 X X X X
A3 X X

Kohustudlik on intervall Al(vektorid 4 ja 10). Katmata jaaud punkide 4 ja 12 jaoks bib
kasimplikant A2 va implikant A3.

Al 2,8 - 0 -

Lihtimplikant | Vahed Xy | Xo | Xg | X4 | Konjunktsioon
0
0

A2 4,8 - - 0

A3 1,8 - 1 0] - X, X3

Antud funktsioon jaoks eksisteaib kaks keeukuselt vordvaaset lahendit:
f10x Xo Xa, X4 ) = AL OA2 = XX OX3Xs
(%1 X2 X3, X4 ) = AL A3 = Xp X4 X, X3

McCluskey medodiga tutvumiseks obib samuti juba e¢pod mainitud:
* A.Ariste "Loogikal ulit uste koostamise metoodka'

Ulesanded

» LeidaMcCluskey medodigajargmiste funkisioonde minimadsed DNK ja KNK.
(X X2 Xa, X4 ) = 2(2,3,5,%1

f(x1 X2 X3, %) =2(0,1,4,9,1% (2,3,8,11,12,1p

f(X1 X2 X3, X4 ) = 2(0,1,3,4,8,9,12,13,2b

f(x1 X2 X3, %) =2(0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,27,28,29;30

NOrgalt maar atud loogkafunktsioonide minimeernmine

Olgu tegemist osaliselt madatud loogikafunkisioonga, mille ma&amispiirkond jaguneb
kolmeks:

-piirkond, kisf(x; X2 ,...,%, ) =1 (piirkondV );

-piirkond, kis f(x; X2 ,...,X%, ) =0 (piirkondVy );

-piirkond, kisf(x; X2 ,..., X, )vaatus pole ma&atud (piirkondV.);
Vadleme nn. ndgat ma&atud loogikafunkisioore f(x; Xz ,..., X, ), millistel on jargmised
omadused:
o« |Vil+|Vo|<<|V.|;
» funktsioon argumentide av onsuur;
* V;ijaV, onestatudintervalide kujul.
Sdlli ste omadustega ja selli selt esitatud funkisioonde minimeeaimiseks el sobi ei Karnaugh'
kaat ega McCluskey medod.
NoOrgalt ma&atud funkisioonde minimeaimisel (DNK klasds) on v@malik kasutada
heuristilist medodit, mille puhd laiendatakse funktsioon Uhtede intervale (argumentide
vabastamise ted) nii, et Ukski Ghtede intervall el omaks tihisosa tihegi nulli de intervalli ga.
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Selli sel laiendusel vdib abivahendina kasutada nn. atogonadsusfunktsioon #, mison
Kirjeldatud jargnevalt:

RO |H#
o|r|o|lo
o|o|r|~
o|lo|o|:

Rakendatuna intervalli de paail e néaitab funkisioon #,milli ste agumentide jargi on intervalid
ortogonadsed (s.o0. teaud argument on dfes intrvallis O, teises 1). Kahte intervalli nimetame
mittekattuvateks, kui nad on atogonadsed vdhemalt Uhe agumend jérgi. Kui intervallid on
ortogonadsed mitme agumend jargi, vOib osa agumente vabastada (s.0 intervalli
suurendada ehk vastavat konjunktsioon |tihendada).

« Naidel

[1 intervallides 000-,0-01
f(X1 X2 X3, Xq ) = E[)_intervalli des -1001011

E—_Ulejéénud_nﬁéramispiirkonnas

Anatisime kdikide intervalli paaide ortogonadsust.

J Nullideint.

RO Ol o000
POOOlOORr OO0 R !
OrRrOROFRORRROR

Intervallid 000 ja -100 on otogonadsed argumendi x, jargi. Jarelikult intervalli 000
laiendamisel pedb x, Sdilitama oma vaatuse (x; =0). Interval 000- on atogonadne
intervalliga101largumentide x; jaxs jargi. Jarelikult peeb séilit ama oma vaatuse kas x; =0
vOi x3 =0 ning intervali 000 laienduseks voivad dla intervalid 00- vdi -00-. Analoogselt
laiendame intevali 0-01. Voimaikud laiendused on G-1 vd --01. Vaime lahendisse
esimesena méargitud laiendused:

1 intervallides 00--,0--1
fa X X, X ) = %)_Ulejaanud_maéramispiirkonnas
ehk
(X1 X2 X3, X4 ) = X1 X2 D>_(1X4
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Ulesanne
Proovige sama funkisioon minimeeaida teiste Tele tuntud minimeaimismedoditega
Selgitage endale kirjeldatud heuristili se meegod olemus.

« Naide?

(1 intervallides_ 01-0-,001-0,-010-
f(X1 X2 X3, X4 ,X5) = E[)_i ntervallides 110-1,000-11001-

E—_Ulejéénud_rrﬁéramispiirkonnas

Minimeaige funkisioon kdgi tuntud meedoditega. Hinnake, milline medod sobib kadige
paremini.

Kontrolll ahendus: funktsioonjaé soltuma kolmest argumendist f(X; X2 ,X3) = >_<1x2 0%, .
* Néide3
(1 intervallides 0-000-,11--10~-1010

f(X1 X2 X3, X4 ,X5,X6 )= Eo_intervalli des —--100-,001-0-,010010

%—_Ulejaénud_rrﬁéramispiirkonnas

Leida minimadne DNK (kortrolll ahend: xsxs 0x,% (X,%;) ja minimadne KNK. Sequures

méargime, et KNK leidmine toimub samade ideede dusel, kusuures laiendatakse
maksimadselt nulli de intervalle, garanteaides guures mittekattuvus tihtede intervalli dega.

L oogkafunktsioonide taidik slisteem

Eelnevast onteala, et suvaline loogikafunktsioon on&dtatav_DNK jaKNK kujul. Jarelikult
onsuvaline funkisioon kyutatav l1&bi funkisioonde &, Vija .

Loogikafunktsioonde ststeani, mille @il on vdmalik kuutada suvaise keeaukusega
loogikafunktsioon, nimetatakse taielikuks disteamiks.

Olgu antud loogikafunktsioonde slistean S:
S={ falX1 X2 oo Xnz ), F2(X2 X2 4o Xn2 )yeee, T(X2 X2 oo Xom )}

e Slsteani S superpositsioonks nimetatakse funktsioon f, mis on saadud slsteemi S
funktsioondest jargnevalt:

. funktsioon f; [0 S muutujate Umbernimetamisega;

. funktsioon f; 0 S m6ne muutuja esendamisegafunkisioongaf O S;

. edneva kahe tegevuse korduval rakendamisel.

H

W N

» Slsteami S nimetatakse téielikuks, kui suvaline funktsioonf(x; Xz ,.....,.X, ) On eSitatav
|&bi slisteani S superpaositsioon.

 Tadik sistean S on laassdistean, kui tema téaidikkus kaob suvaise funktsioon fi O S
eanadamisel siisteamist S.
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Slsteami S téielikkuse anallits nduab jargneva viie funktsioonde klass defineaimist.
Kasutame igaklass ill ustreaimisel edpdd kirjeldatud kahe muutuja funktsioonde
huka{ fo, f1, f2, ... ,f15}

» KlassKp - nulli sdilitavate loogikafunktsioonde klass
Ko ={ fi(x1 X2 ,......%: ) | 1i(0,0,...,0) = 0}
{fo, f1, T2, T3, T4, f5, f6, f7} O Ko

» KlassK; - Uhte séilit avate loogikafunktsioonde klass
Ki={ fi(xe X2 ,.....%) | fi(1,1,.....,1) =1}
{f1, f3, f5, f7, fo, f11, f13, f15} O Ky

» KlassKiji, - lineaasete loogikafunkisioonde klass
Kiin ={ fi(X2 X2 yoeeeeXn ) | fi(X2 X2 yeeeeXn )= Co O C1Xq O CoXo [T ... [T CXn }, Kus ¢ [7{0,1}

Segaigalineaase funkisioon jaoks eksisteaib selline kahendwvektor {cy ,C1, Cp, .... Cn }, €t

funkisioon on esitatav definitsioons toodud lineaapainoamina. Ko&ikvoimali kest

n-argumendi |oogikafunktsioondest onlineaaseid funktsioore oMt

{fo, f3, f5, f6, fo, f10, f12, f15} O Kiin

» KlassKq - iseendaga duadsete funktsioonde klass
Kaksloogikafunkisioond fi(x1 X2 ,......%n ) jafj(x1 X2 ,......Xn ) on amavahel duadsed, ku

fi(XL X2 yeeeeXn )= ?j(;(l,;(z,....,xn)
Ko = { i Xo veornX) [0 X veveeeXn )= T (X0, X210, X0) }
{ f3, f5, f10, 12} O Ky

» KlassKyon - monaoonrsete loogikafunktsioonde klass

Igaloogikafunktsioon, mis el sisalda DNK kujus inversioone, onmonaoonre ning vastupidi,
igamonaoonre loogikafunktsioon onesitatav DNK-na, mis el sisaldainversioore.

{fOl fl1 f3! f51 f7l fl5} |:| Kmon

» Loogikafunkisioonde klass S on suletud, ku suvaline selle klass funkisioonde
superpositsioon kuuub samuti klass S.
Klasdd Kjin, jaKmon Onsuletud Kassd.

* Slsteem S on ndgat taeik, ku ta vOimadab pirast konstantfunkisioonde fo=0 ja
fis=1 lisamist esitada suvaist funkisioon fi(x; X2 ,..... X, ) 18bi slsteami {S, fo, fis}
superpositsioon.

» Sdleks, et slstean S oleks ndrgalt téaielik, on piisav ja tarvilik, et ta sisaldaks uhte
mittemonatoorset ja Uhte mittelineaaset funktsioon.

Naiteks distean {&,[1} on nérgalt téielik, kuna & on mittelineaane ja [0 mittemonaoonre.
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o Selleks, et sustean S oleks tugevalt taielik (edasises téielik), on piisav ja tarvilik, et ta
sisaldaks nulli mitteséilitavat funktsioon, Uhte mitteséilit avat funktsioon, mitteli neaaset
funktsioon, mittemonaoorset funkisioon ja iseendaga mitteduadset funktsioon.

Méargime, et kuna f, on Uhte mittesdlitav, f;5 ndli mittesélitav ning mdlemad
funktsioond on iseendaga mitteduadsed, sis muutub ndgat taelik slsteem (sisaldab
mitteli neaaset ja mittemonaoonset funktsioon) taieli kuks fg jaf;s lisamisel.

Baasdisteanid

Vaaleme kdigi kahe muutuja funktsioonde hulga damhuka:

{fo, f1, fe, f7, fo, f1o, 13, f14, f15} .
Toodudaamhulgas on esindatud kdk tahtsamad funkisioond. Jargnevas toome vdja kdik
baasdisteemid, mis on vdmalik moodwstada nimetatud alamhulga funktsioondest.

Funktsioond fg (Piercéi funkisioon) jaf;4, (Shefferi funkisioon) e kuulu thegi edpod
vaadeldud wiest funkisioonde klassst. Jarelikult on vdmalik moodwstada kaks Uhe
funktsioonili st baasdisteami:

* Piercei bas B, ={ fg}

* Shefferi bas B, :{ f14}

Ulgjaanud funkisiooride baasil on vdmalik klassdesse mittekuuluvuse dusel moodustada
ved satse bassdisteami.

e Konjunktiivnebaas Bs ={ f1,fi2}

e Digunktivnebaas B, ={ f;, 12}

e Implikatiivsed baasid Bs ={ f12,f13}, Bs={ fo,f13}, B; ={ fe,f13}

* Rea-Mlilleri baas (Zhegakini bass) Bg ={ f1,fs,fi5}

e Bo={fs,f7,fi5}

Baaside leidmiseks vdib kasutada kattellesande modifikatsioon, kus veagudeks on
vastavase klass mittekuuluvus, ridadeks aga vaadeldav  funkisioonide  damhulk.
Baasdisteani mooduwstavad funkisioond (read), mis katavad mittekuuluvuse kdigisse viide
klasg.

L oogkafunktsiooni esitamine baasdisteamides

Olgu antud funktisioonDNK kujul (v6i KNK' kujul):

(%%, %) = %, Oxa% = (%, Ox2)(x, O%)
Esitame funktsioon f(xy, xo, X3) bassdisteamides B; kun By .

o B ={fg}
Teisenduwseks on sobivaim ldhtuda KNK-st, inverteaida funktsioon kahekordselt ning
rakendada De Morgani seadust.

Resultaa: f(x1, Xo, X3) = (Xll (le XZ))l (xli x3)

s Bo={fis}
Teisenduseks ohib funktsioon DNK-d inverteaida kahekordselt ja rakendada De Morgani
seadust.
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Resultad: f(xq, Xz, X3) = (X1|X1)‘((X2|X2)|X3)

o Bs={f1,fi2}

Lahtuda voib suvalisest normadkujust, ellimi neeides mittelubatud dsunktsioon. Erinevus
bassist B, seisneb selles, et bass Bs lubab kasutada "puhest” konjunktsioon (ilma
inversioonta).

Resultaa: f(x, Xo, X3) = (>_<1& xz)& (>_<1& >_<3)

o Ba={f7,f12}
Teisendus analoogiline teisendusega baasdisteani Bz . Erinevusena baasist B; margime
"puhta’ disunkisioon kasutamise voimalust.

Resultaa: f(x;, X2, X3) = X, D(x2 Dx_3)

* Bs={f12,f13}
Teisenduseks kasutame jargmisi abivalemeid:

X OX, =X - X,

X&X, =X - Xz
Resultad: f(xq, X2, X3) = (X3 - Xz) - X

Mérgime, et resultaadi minimadsus Sltub DNK lii kmete paigutusest ja esenduste sooritamise
jarjekorrast.

e Be={fo,f13}

Kasulikud onjargmised abivalemid:
X=X -0

X1DX2:(X1 - 0) - X%
xl&xzz(x1 - (x2 - 0)) -0
(= 0) =[x~ =%~ %

Resultad: f(xy, X2, X3) = (x1 - O) - ((x3 - xz) - O) = (x3 - x2) - X

* Br={fs,fiz}
Teisendus =l ess baasdisteani on ednevapdhjal iseseisvaks tooks.

® 88:{ fl,fe,fls}

Read-Mlleri ehk Zhegalkini baasil e vastab algebra, kus kehtivad jargnevad seosed:
Kommutatiivsus. Xi[J %o = Xo [1 X
Distributiivsus: X3 & (X2 [T X3 )= X1 X2 [J Xg X3
Xt e Ox)=X
Teisendusal kasuli kud abivalemid:
x=x01
X OX, =x %, U x U X,
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Resultaa: f(Xq, X2, X3) = X1 X2 X3 [T X1 X3 [] Xo X3 [ X1 [] X3

Kui vaadeldavas algebras analoogili selt edmise nditega avada sulud, saane normadkuju
sarnase avadise, kus digunkisioon asemel kasutatakse funkisioon [ ja puuduad
argumentide inversioond. Seeonloogikafunktisioon Real-Mdlleri poliinoam.

» lga loogikafunkisioon jaoks eksisteaib tapselt 1 Read-Milleri potinoan (analoogili selt

téielike DNK ja KNK-ga).

Margime, et kui fi & f; =0, sisf; Of; = f; O fj . See seos annab vAmaluse meile tuntud
medoditega tuletada Real-Milleri painoan néteks Karnaugh' kaadilt. Selleks on vgja
kontuuride moodwstamisel mitte lubada nende kattumist (kattumine tdhendaks sda, et
eksisteaib sisendvektor, mis muudab "1"-ks mdlemale kontuuril e vastavad korjunkisioond).
Mittekattuvad kortuurid esitavad Real-Milleri poliinoaniks shbivaid korjunkisioore,
millistes aga on @a agumente inverteaitud. Korrektse Real-Mdilleri  polinoami
saamiseks peameinversioond abivalemiga asendama ning sulud [8plikult avama.

Néaide
x1>_<2 Dx2>_<3 = xl>_(2 U x2>_(3 = xl(x2 0] 1) U xz(x3 0] 1) = X% U XX U x U X,

* Bo={fs,f7,f15}
Teisendus j&& ednevapdha iseseisvaks tooks.

Ulesanded
« Estada funktsioonf(x; X2 X3, X4 ) =2(0,1,4,5,6,12,14 bassdisteemides B; kun By .

» Kontrollida, kasjargmised loogikafunkisiooide stisteemid ontéielikud. Kas nad kyutavad
baasdisteeme? Kui moni slisteem pole téielik, néidata mitte téieli kkuse pohus.

{fo,fi,fo}

{fo,fi2,f13}

{ fe, f7}

{f1,f7, iz}

{fo,fe,f12, 15}

{ f(x1 X2 X3, X4 ) =2(0,3,7,11,13 }

{fl =x; T, = X%, (%X, Dxlxs}
* Tuuanéiteks kolme muutujaloogikafunktsioon, mis on:
- monaoonrejalineaane;

- iseendaga duadne jalineaane.

e Antud reljamuutujaloogikafunkisioon:

f(X1 X2 X3, Xa ) = (x1 Ox, 0%, Dx4) D(x2 X, Dx4) D(x1 sz)

Leidafunkisioon f(x; X2 X3, X4 ) minimadsed DNK ja KNK ning kiimnendesitusvorm.
Esitadafunktsioonf(x; o X3, X4 ) baasdisteemidesB; , Bs jaBy .

L oogkafunktsioonide Shannoni arendus

Loogikafunktsioon téielik arendus annab resultaadinatéieliku DNK (voi KNK).

29



* Arendusvalemid:
1. Taielik digunktiivne aendus

(% X0,) = o H o B st aaa )

2. Taielik konunktiivne aendus

111 n

— ai
f(xl,x2 ..... Xn)_(al,az,...gfan)=00..0 E(Xi) Df(orl,or2 ..... an)E

Néide

Antud loogikafunkisioonf(xy, Xp, Xa)= X1X, X, X3

Téaielik digunktiivne aendus:

f(X, Xz, X3) = XaX2Xa& f(0,0,0) 0 X X2%& f (0,0,1) 0 Xux, xs& f(0,1,0) O xu%,%,& f(0,1,1) O
Ox X2 Xs& f(1,0,0) 0 %, X2%,& f(1,0,2) 0 X1 X2 xs& f(0,0,0) 0 x,%,%,& f(L11) =
= XX, Xg XX, X3 X X2 X3 (XX, X3

Téaielik konunktiivne aendus:

00, %o, %)= (%, 0% 0%;)(% 0% Oxa)(xa 0%, Oxa)(x: 0%, Oxs)

3. Osdline digunktiivne aendus argumentide (X1, Xp,..., X ) jargi:

111 Ok

. U
f(xl,xz,...,xn) = §1(>§)a'& f(al,az,...,ak,xm,...,xn)H

4. Osaline konjunktiivne aendus argumentide (Xq, X, ..., X ) jargi:

11.1 Ok —\a, O
f(xl,x2 ..... X“)_(al,az,..%ak)zoa..oﬁgl()(i) Df(al,012 ..... Oy s Xiagr e X“)H

Néaide
Antud loogikafunkisioonf(xy, X, X3, Xa)= X1X, XX, 0 X1,

Disjunktiivne aendus argumend xq jargi: x:(x, 0%;) 0x,(x,)
Digjunktiivne aendus argumend X, jargi: Xz (XX, 0xu%;) 0%, (¥ 0x,)
Disjunktiivne aendus argumendipaai (x, X )jargi: Xix. (x3) Ox1%, (1) O, X2 (x4) 0%, (x4)

Konjunktiivne aendus argumendi x; j&rgi: (xl 0(x, Dx3))(>_<l D(x4))

Sulgudes arendusargumentide jarel on nn.ja&funktsioond. Jagfunktsioon réitab, milli seks
muutub vaadeldav funkisioon, kua arendusargumentidele on omistatud korstantsed
vadtused.
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L oogkafunktsiooni tuletis

Loogikafunktsioon f(xy, Xz,..., Xn) tuletis argumendi x; on ma&atud jargmise valemiga:

o‘?(f (xl,xz,...,xn))

i)

= (X0 X X 1061100 %) O F (X0 X1 X 1)

Néide
Antud loogikafunktsioon  f(xy, Xz, X3, X4) = Z (3,4,5,6,7,8,10,12,24

0(f (Xl,XZ,X3, x4))
o(x,)

= (x2 Dx3x4) O (>_(4) = X%, %X, OX2Xa

Loogikafunktsioon tuletis argumend X jargi madab loogikatingimused, milliste puhd
funktsioon va&tus ontundik argumendi X, muutuste suhtes (kas otse- vdi vastandfaasis).

Ulesanded
« Antudloogikafunkisioonf(xy, Xz, Xa, Xa) = (x1 S (x - xS))& X4

Leida Shannon osaline digunktiivne aendus argumendipaai (x1,X4) jargi ja  korjunktiivne
arendus argumendipaai (X,Xs) jargi.

* Antudloogikafunktsioonf(xy, X2, X3, X4) =2 (0,1,2,4,7,8,11,1%

d(f (xl,xz,x3,x4))
a\x)

Leidafunktsioon tuletis 1=1234
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